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問 9 C2 級の関数 u : R2 ∋ (x, t) 7→ u(x, t) ∈ R と正定数 c があるとき、

ξ = x− ct, η = x+ ct, v(ξ, η) = u(x, t), すなわち v(ξ, η) := u

(
ξ + η

2
,
η − ξ

2c

)
とおく。このとき次式を証明せよ (左辺、右辺どちらから始めても良い、余裕あれば両方)。

1

c2
∂2u

∂t2
− ∂2u

∂x2
= −4

∂2v

∂ξ∂η
.



解 (右辺から左辺)

x =
1

2
(ξ + η), t =

1

2c
(η − ξ)

であるから、
xξ =

1

2
, xη =

1

2
, tξ = − 1

2c
, tη =

1

2c
.

chain rule によって

vη = uxxη + uttη =
1

2
ux +

1

2c
ut,

vηξ =
1

2
(uxxxξ + uxttξ) +

1

2c
(utxxξ + utttξ) =

1

4
uxx −

1

4c
uxt +

1

4c
utx −

1

4c2
utt

=
1

4

(
uxx −

1

c2
utt

)
.

ただし u が C2 級であるから uxt = utx が成り立つことを用いた。ゆえに

1

c2
∂2u

∂t2
=

∂2u

∂x2
= −4

∂2v

∂ξ∂η
.

あるいは

vηξ =
∂

∂ξ
ux · xη + ux

∂

∂ξ
xη +

∂

∂ξ
ut · tη + ut

∂

∂ξ
tη

= (uxxxξ + uxttξ)xη + ux · xηξ + (utxxξ + utttξ)tη + ut · tηξ
= uxxxξxη + uxttξxη + utxxξtη + utttξtη + uxxηξ + uttηξ

=
1

4
uxx −

1

4c
uxt +

1

4c
utx +

(
− 1

4c2

)
utt.

(左辺から右辺)

ξx = 1, ξt = −c, ηx = 1, ηt = c.

chain rule によって

ut = vξξt + vηηt = −cvξ + cvη,

utt = −c(vξξξt + vξηηt) + c (vηξξt + vηηηt) = c2vξξ − c2vξη − c2vηξ + c2vηη

= c2 (vξξ − 2vηξ + vηη) ,

ux = vξξx + vηηx = vξ + vη,

uxx = vξξ + vηξ + vηξ + vηη = vξξ + 2vξη + vηη.

ただし v が C2 級であるから、vξη = vηξ であることを用いた。ゆえに

1

c2
∂2u

∂t2
=

∂2u

∂x2
= (vξξ − 2vηξ + vηη)− (vξξ + 2vηξ + vηη) = −4

∂2v

∂ξ∂η
.


