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問 7 次の関数の微分 f ′ を求めよ。(3)はヤコビアン det f ′ も求めよ。

(1) f(x, y) =

(
x2y3

x+ y4

)
(2) f(x, y, z) =

1√
x2 + y2 + z2

(3) f(r, θ, ϕ) =

 r sin θ cosϕ

r sin θ sinϕ

r cos θ

.



解答

(1) f =

(
f1
f2

)
とするとき、

f ′(x, y) =


∂f1
∂x

∂f1
∂y

∂f2
∂x

∂f2
∂y

 =

(
2xy3 3x2y2

1 4y3

)
.

(2) a を定数とするとき、

d

dx

1√
x2 + a

=
d

dx

(
x2 + a

)−1/2
= −1

2

(
x2 + a

)−3/2 · 2x = − x

(x2 + a)3/2

であるから、

f ′(x, y, z) =

(
∂f

∂x

∂f

∂y

∂f

∂z

)
= −

(
x

(x2 + y2 + z2)3/2
,

y

(x2 + y2 + z2)3/2
,

z

(x2 + y2 + z2)3/2

)
.

(物理学に良く登場するポテンシャルの微分)

(3)

f ′(r, θ, ϕ) =



∂f1
∂r

∂f1
∂θ

∂f1
∂ϕ

∂f2
∂r

∂f2
∂θ

∂f2
∂ϕ

∂f3
∂r

∂f3
∂θ

∂f3
∂ϕ

 =

sin θ cosϕ r cos θ cosϕ −r sin θ sinϕ

sin θ sinϕ r cos θ sinϕ r sin θ cosϕ

cos θ −r sin θ 0

 .

ヤコビアンは、例えば 3 列目で展開して

det f ′(r, θ, ϕ) =

∣∣∣∣∣∣∣
sin θ cosϕ r cos θ cosϕ −r sin θ sinϕ

sin θ sinϕ r cos θ sinϕ r sin θ cosϕ

cos θ −r sin θ 0

∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)1+3(−r sin θ sinϕ)

∣∣∣∣∣sin θ sinϕ r cos θ sinϕ

cos θ −r sin θ

∣∣∣∣∣
+ (−1)2+3r sin θ cosϕ

∣∣∣∣∣sin θ cosϕ r cos θ cosϕ

cos θ −r sin θ

∣∣∣∣∣
= r2 sin θ sin2 ϕ+ r2 sin θ cos2 ϕ = r2 sin θ.

あるいは Sarrus の規則を使って

det f ′(t, θ, ϕ) = 0 + r2 sin3 θ sin2 ϕ+ r2 sin θ cos2 θ cos2 ϕ+ r2 sin θ cos2 θ sin2 ϕ+ r2 sin3 θ cos2 ϕ

= r2 sin3 θ(sin2 ϕ+ cos2 ϕ) + r2 sin θ cos2 θ(cos2 ϕ+ sin2 ϕ)

= r2 sin3 θ + r2 sin θ cos2 θ = r2 sin θ.


