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問 10 C∞ 級の 2変数関数 f(x, y) ((x, y) ∈ R2) と、(a, b) ∈ R2, (h, k) ∈ R2 があるとき、

F (t) := f (a+ th, b+ tk) (t ∈ R)

とおくとき、次の (1), (2) に答えよ1。 ——— 合成関数の微分法で、Taylorの定理の準備

(1) F ′(t), F ′′(t), . . . を (微分の階数の低い方からいくつか) 計算せよ。

(2) F (m)(t) (m ∈ N) の公式を推測し、数学的帰納法で証明せよ。

1(授業でやるけれど) n 変数関数 f(x1, . . . , xn) について、F (t) := f(a1 + th1, a2 + th2, · · · , an + thn) とお
き、上と同様のことを行なってみよう。



解 (1)

F ′(t) = fxxt + fyyt = fx(a+ th, b+ tk)h+ fy(a+ th, b+ tk)k,

簡単のため、c := (a + th, b + tk) とおく。f が C2級であることから、fxy = fyx であること
に注意すると、

F ′′(t) = (fxx(c)h+ fxy(c)k)h+ (fyx(c)h+ fyy(c)k) k

= fxx(c)h
2 + 2fxy(c)hk + fyy(c)k

2,

f が C3 級であることから、fxxy = fxyx, fxyy = fyyx であることに注意すると、

F ′′(t) = (fxxx(c)h+ fxxy(c)k)h
2 + 2 (fxyx(c)h+ fxyy(c)k)hk + (fyyx(c)h+ fyyy(c)k) y

2

= fxxx(c)h
3 + 3fxxy(c)h

2k + 3fxyy(c)hk
2 + fyyy(c)k

3.

(2) m = 1, 2, 3 での結果から

(♡) F (m)(t) =
m∑
r=0

(
m

r

)
∂mf

∂xr∂ym−r
(a+ th, b+ tk)hrkm−r

と推測される。m = n のとき (♡) が成立したと仮定すると、chain rule と
(
n

r

)
+

(
n

r − 1

)
=(

n+ 1

r

)
から、

F (n+1)(t) =
d

dt
F (n)(t) =

d

dt

n∑
r=0

(
n

r

)
∂nf

∂xr∂yn−r
(a+ th, b+ tk)hrkn−r

=
n∑

r=0

(
n

r

)(
∂n+1f

∂xr+1∂yn−r
(c)h+

∂n+1f

∂xr∂yn−r+1
(c)k

)
hrkn−r

=
n∑

r=0

(
n

r

)
∂n+1f

∂xr+1∂yn+1−(r+1)
(c)hr+1kn+1−(r+1) +

n∑
r=0

(
n

r

)
∂n+1f

∂xr∂yn+1−r
(c)hrkn+1−r

=
n+1∑
r′=1

(
n

r′ − 1

)
∂n+1f

∂xr′∂yn+1−r′
(c)hr′kn+1−r′ +

n∑
r=0

(
n

r

)
∂n+1f

∂xr∂yn+1−r
(c)hrkn+1−r

=
∂n+1f

∂xn+1
(c)hn+1 +

n∑
r=1

((
n

r − 1

)
+

(
n

r

))
∂n+1f

∂xr∂yn+1−r
(c)hrkn+1−r +

∂n+1f

∂yn+1
(c)kn+1

=
∂n+1f

∂xn+1
(c)hn+1 +

n∑
r=1

(
n+ 1

r

)
∂n+1f

∂xr∂yn+1−r
(c)hrkn+1−r +

∂n+1f

∂yn+1
(c)kn+1

=
n+1∑
r=0

(
n+ 1

r

)
∂n+1f

∂xr∂yn+1−r
(a+ th, b+ tk)hrkn+1−r.

これは m = n+ 1 のときも (♡) が成り立つことを示している。ゆえに帰納法により、(♡) は
任意の m ∈ N に対して成り立つ。


