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問5

問 5 f : R2 → R を

f(x, y) :=





x3y

x2 + y2
((x, y) 6= (0, 0))

0 ((x, y) = (0, 0))

で定めるとき、fxy(0, 0) と fyx(0, 0) を求めよ。
これは 5月 26日の Peano の例1 の類題である (杉浦 [1] から持って来た)。
まず定義に従って計算して、

fx(0, 0) = 0, fy(0, 0) = 0.

それから商の微分法によって

fx(x, y) =
x2y(x2 + 3y2)

(x2 + y2)2
((x, y) 6= (0, 0)), fx(0, y) = 0 (y 6= 0).

(後者の fx(0, 0) も定義に従って計算して構わない。)

同様に

fy(x, y) =
x3(x2 − y2)

(x2 + y2)2
((x, y) 6= (0, 0)), fx(x, 0) = x (x 6= 0).

これから

fxy(0, 0) = lim
h→0

fx(0, h)− fx(0, 0)

h
= lim

h→0

0

h
= 0, fyx(0, 0) = lim

h→0

fy(h, 0)− fy(0, 0)

h
= lim

h→0

h

h
= 1.

微分の例
例 0.1 (1次関数の微分) A = (aij) ∈ M(m,n;R), b = (bi) ∈ Rm, c ∈ R とするとき、

f(x) := Ax + b (x ∈ Rn)

1http://www.math.meiji.ac.jp/~mk/lecture/tahensuu1/tahensuu1-2011-08/node4.html
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により f : Rn → Rm を定めると、f は Rn で全微分可能で、

f ′(x) = A.

(証明 1) f =




f1

...

fm


 とおくと、

fi(x) =
m∑

i=1

aijxj + bi.

ゆえに

∂fi

∂xj

(x) =
∂

∂xj

(
n∑

k=1

aikxk + bi

)
=

n∑

k=1

aik
∂

∂xj

xk +
∂

∂xj

bi =
n∑

k=1

aikδjk + 0 = aij.

ここで Kronecker のデルタ δjk =

{
1 (j = k)

0 (j 6= k)
と、任意の数列 {An}n∈N について成り立つ公

式
n∑

k=1

Akδkj = Aj を用いた。

∂fi

∂xj

は定数関数であるから、Rn で連続である。ゆえに f は Rn で C1 級であるから、全

微分可能で、

f ′(x) =

(
∂fi

∂xj

(x)

)
= (aij) = A.

(証明 2) ∀h ∈ Rn に対して、f(a + h) − f(a) = A(a + h) + b − (Aa + b) = Ah であるから、
h 6= 0 のとき

f(a + h)− f(a)− Ah

‖h‖ = 0.

ゆえに

lim
h→0

f(a + h)− f(a)− Ah

‖h‖ = lim
h→0

0 = 0.

もちろん、A ∈ M(m,n;R). ゆえに f は a で全微分可能で、f ′(a) = A.

もっと具体的な例。
(

y1

y2

)
=

(
1 2 3

4 5 6

) 


x1

x2

x3


 +

(
7

8

)
.

y1 = x1 + 2x2 + 3x3 + 7, y2 = 4x1 + 5x2 + 6x3 + 8 であるから、

∂y1

∂x1

= 1,
∂y1

∂x2

= 2,
∂y1

∂x3

= 3,

∂y2

∂x1

= 4,
∂y2

∂x2

= 5,
∂y2

∂x3

= 6
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であり、ヤコビ行列は 


∂y1

∂x1

∂y1

∂x2

∂y1

∂x3

∂y2

∂x1

∂y2

∂x2

∂y2

∂x3


 =

(
1 2 3

4 5 6

)
.

例 0.2 (2次関数の微分) n 変数 x1, · · · , xn に関する 2次関数とは、

f(x) =
1

2

n∑
i=1

n∑
j=1

aijxixj +
n∑

i=1

bixi + c (x ∈ Rn)

という式で表される関数だということには誰でも賛成してくれるであろう (ここで aij, bi, c ∈
R)。

A := (aij) ∈ M(m,n;R), b := (bi) ∈ Rm, x := (xi) ∈ Rn とおくと、

f(x) =
1

2
(Ax, x) + (b, x) + c.

実際、
n∑

j=1

aijxj は Ax の第 i成分であるから、
n∑

i=1

n∑
j=1

aijxixj =
n∑

i=1

(
n∑

j=1

aijxj

)
xi = (Ax, x).

このままでは、関数の表示に一意性がないためもあって、通常

aij = aji (∀i, j)

を仮定する (つまり 3x1x2 + x2x1, x1x2 + 3x2x1, 2x1x2 + 2x1x2 のいずれも同じ関数を表すの
で、係数を等しく割り振った 2x1x2 + 2x2x1 のみ使うことにする、ということである)。つま
り行列 A に対称性を仮定する (線形代数で習う 2次形式と同じ)。

∂f

∂xj

=
∂

∂xj

(
1

2

n∑
i=1

n∑

k=1

aikxixk +
n∑

i=1

bixi + c

)

=
1

2

n∑
i=1

n∑

k=1

aik
∂

∂xj

(xixk) +
n∑

i=1

bi
∂

∂xj

xi +
∂

∂xj

c

=
1

2

n∑
i=1

n∑

k=1

aik (δjixk + xiδjk) +
n∑

i=1

biδji + 0

=
1

2

(
n∑

k=1

(
n∑

i=1

aikδji

)
xk +

n∑
i=1

(
n∑

k=1

aikδjk

)
xi

)
+ bj

=
1

2

(
n∑

k=1

ajkxk +
n∑

i=1

aijxi

)
+ bj.

ここで
n∑

k=1

ajkxk は Ax の第 j成分である。また対称性より
n∑

i=1

aijxi =
n∑

i=1

ajixi も Ax の第

j成分である。ゆえに

∂f

∂xj

(x) = Axの第 j成分+ bj = Ax + b の第 j成分.
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ゆえに 


∂f
∂x1

(x)
...

∂f
∂xn

(x)


 = Ax + b.

ゆえに
∇f(x) = f ′(x)T = Ax + b.

偏導関数
∂f

∂xj

は x1, . . . , xn についての多項式関数なので、Rn で連続である。ゆえに f は

Rn で C1 であるので、全微分可能である。

問6を出題
締切は 6月 9日。

問 6 次の関数の微分 f ′ を求めよ。(3)はヤコビアン det f ′ も求めよ。

(1) f(x, y) =

(
x2y3

x + y4

)
(2) f(x, y, z) =

1√
x2 + y2 + z2

(3) f(r, θ, φ) =




r sin θ cos φ

r sin θ sin φ

r cos θ


.

(1) m = 2, n = 2 である。f =

(
f1

f2

)
とおく。つまり

f1(x, y) := x2y3, f2(x, y) := x + y4

とおくと、

f ′(x, y) =




∂f1

∂x

∂f1

∂y
∂f2

∂x

∂f2

∂y


 .

(2) m = 1, n = 3 である。
f ′(x, y, z) =

(
∂f
∂x

∂f
∂y

∂f
∂z

)

(3) m = 3, n = 3 である。f =




f1

f2

f3


 とおくと、

f ′(r, θ, φ) =




∂f1

∂x

∂f1

∂y

∂f1

∂z
∂f2

∂x

∂f2

∂y

∂f2

∂z
∂f3

∂x

∂f3

∂y

∂f3

∂z




.
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