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本日の内容・連絡事項

Zoomオフィスアワーを月曜 12:30–13:30, 水曜 16:00–17:00 に設け
る。参加するための情報は「シラバスの補足」に書いておいた。
菊地 [1] の第 3章の内容を解説する。
番号づけを見直して、第 1回の変分法には 1, 第 2回の弱定式化には
2, 本日の Ritz-Galerkin法には 3 という番号をつけることにした。

かつらだ
桂 田

まさし
祐 史 http://nalab.mind.meiji.ac.jp/~mk/lecture/ouyousuuchikaisekitokuron-2020/応用数値解析特論 第 3 回 2020 年 10 月 5 日 3 / 28

http://nalab.mind.meiji.ac.jp/~mk/lecture/ouyousuuchikaisekitokuron-2020/


3 Poisson方程式の境界値問題に対する Ritz-Galerkin 法
前回の講義で、Poisson方程式の境界値問題を題材にして、弱定式化 (弱解の方
法) を説明して、(最小型) 変分原理が成り立つことを確認した。
今回は、同じ問題を題材に、Ritz-Galerkin法 という近似解法を説明する。

以下は細かい話。
(歴史的には、Poisson方程式の一種である Laplace 方程式の境界値問題の解の存
在を示すため、それを Euler-Lagrange方程式とする変分問題を導き、その変分
問題の解の存在を考えたのが発端であった。変分問題の近似解法は、元の
Poission方程式の問題の近似解法になる、ということである。)

変分問題の近似解法として、有名な
レ イ リ ー
Rayleigh などの研究 (“Theory of Sound”

[2], [3]) もあったが、完成したのは Ritz であるらしい (Ritz の方法, Ritz [4])。

私が勉強しはじめの頃は、Rayleigh-Ritz の方法とか、Rayleigh のみの名前がついたりしていた。
Rayleigh 卿 (John William Strutt, “third Baron Rayleigh”, “Lord Rayleigh”, 1842–1919) は長生
きした大物理学者、Ritz (Walter Ritz, 1878–1909) は若くしてなくなった (没年は [4] の出版年) と
いう事情もあって、Ritz の名前は軽んじられ、そしてそれが孫引きされていたような気配が感じら
れる。
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3.1 Galerkin法 3.1.1 Xg1, X の有限次元近似

弱解の有限次元近似版として微分方程式の近似解を求めよう、というのが
Galerkin 法である。
いくつかの関数を選び、その 1 次結合で u や v の近似関数を作る。より具体的
には関数空間 Xg1 , X の有限次元近似 X̂g1 , X̂ を作るため

ĝ1 ≒ g1 on Γ1(1)

ψi = 0 on Γ1 (i = 1, 2, · · · ,m)(2)

となる ĝ1 と、1 次独立な ψi ∈ X (i = 1, · · · ,m) を適当に選び、

X̂g1 :=

{
ĝ1 +

m∑
i=1

aiψi

∣∣∣∣∣ (ai ) ∈ Rm

}
,(3)

X̂ :=

{
m∑
i=1

aiψi

∣∣∣∣∣ (ai ) ∈ Rm

}
(4)

とおく。以下 {ψj} のことを基底関数 (basis functions) と呼ぶ。
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3.1 Galerkin法 3.1.2 問題 (Ŵ)

Poisson 方程式の境界値問題 (P) の解 u を X̂g1 の要素 û で近似することを考え
る。弱形式 (W) を思い浮かべて、
問題 (Ŵ)� �
Find û ∈ X̂g1 s.t.

(5) ⟨û, v̂⟩ = (f , v̂) + [g2, v̂ ] (v̂ ∈ X̂ ).� �
という問題を考える。ちなみに、この分野の言葉遣いでは、û を試行関数 (trial
function), v̂ を試験関数 (test function) と呼ぶ。

余談 1 (重み付き残差法)

ここでは試験関数の空間 X̂ として、試行関数の空間 X̂g1 とよく似たもの (ともに ψi で
張られている) を採用したが、これは絶対必要というわけではない。実際に色々なものが
使われている (もっとも、その場合は、Galerkin 法ではなく、重み付き残差法 (method
of weighted residuals, weighted residual methods) と呼ばれることが多い)。この意味で
Galerkin 法は、後で説明する Ritz 法よりも広い方法である、と言うことが出来る。
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3.1 Galerkin法 3.1.3 問題 (Ŵ
′
)

方程式が v̂ につき線形で、X̂ が {ψ}i=1,2,··· ,m で張られることから、(Ŵ) は、次の問題
(Ŵ

′
)と同値であることが分かる。

問題 (Ŵ
′
)� �

Find û ∈ X̂g1 s.t.

(6) ⟨û, ψi ⟩ = (f , ψi ) + [g2, ψi ] (i = 1, 2, · · · ,m).� �
実際、ψi ∈ X̂ であるから、û ∈ X̂g1 が、(5) を満たすならば、(6) を満たす。
逆に û ∈ X̂g1 が (6) を満たすならば、任意の ai をかけて加えることで

m∑
i=1

ai ⟨û, ψi ⟩ =
m∑
i=1

ai (f , ψi ) +
m∑
i=1

ai [g2, ψi ].

内積の線形性から 〈
û,

m∑
i=1

aiψi

〉
=

(
f ,

m∑
i=1

aiψi

)
+

[
g2,

m∑
i=1

aiψi

]
.

これは (5) が成り立つことを意味する。
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3.1 Galerkin法 3.1.4 連立 1次方程式の導出

û ∈ X̂g1 であるから、ある ai (i = 1, · · · ,m) が存在して

û = ĝ1 +
m∑
j=1

ajψj

と表せる。これを (6) に代入すると〈
ĝ1 +

m∑
j=1

ajψj , ψi

〉
= (f , ψi ) + [g2, ψi ] (i = 1, 2, · · · ,m).

すなわち

(7) ⟨ĝ1, ψi ⟩+
m∑
j=1

aj ⟨ψj , ψi ⟩ = (f , ψi ) + [g2, ψi ] (i = 1, 2, · · · ,m).
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3.1.4 連立 1次方程式の導出
(7) を行列とベクトルで表示すると ⟨ψ1, ψ1⟩ · · · ⟨ψm, ψ1⟩

...
...

⟨ψ1, ψm⟩ · · · ⟨ψm, ψm⟩


 a1

...
am

 =

 (f , ψ1) + [g2, ψ1]− ⟨ĝ1, ψ1⟩
...

(f , ψm) + [g2, ψm]− ⟨ĝ1, ψm⟩

 .

ゆえに

(8) Aa = f ,

ただし、

A :=

 ⟨ψ1, ψ1⟩ · · · ⟨ψm, ψ1⟩
...

...
⟨ψ1, ψm⟩ · · · ⟨ψm, ψm⟩

 = (⟨ψj , ψi ⟩) , a :=

 a1
...
am

 = (ai ) ,

f :=

 (f , ψ1) + [g2, ψ1]− ⟨ĝ1, ψ1⟩
...

(f , ψm) + [g2, ψm]− ⟨ĝ1, ψm⟩

 = ((f , ψi ) + [g2, ψi ]− ⟨ĝ1, ψi ⟩) .

この連立 1次方程式 (8) が解を持つかどうか、次の命題により一般的に解決する。
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3.1 Galerkin法 3.1.5 連立 1次方程式の一意可解性

補題 3.1 (Galerkin法の一意可解性)

Γ1 ̸= ∅ で、{ψj} は 1次独立とする。このとき A は正値対称である。ゆえに連
立 1 次方程式 (8) は一意可解である。

復習: 実対称行列 A が正値 def.⇔ Aの固有値がすべて正 (⇔ (∀x ∈ Rm \ {0})
x⊤Ax > 0) 特に正値対称行列は正則。

({ψj} を 1次独立に取るのは、基底とするために当然である。一方、Γ1 ̸= ∅ は、
もとの問題の解の一意性のために必要であるから、これも自然な条件である。)

証明 A の対称性 (⟨ψi , ψj⟩ = ⟨ψj , ψi ⟩) は明らかである。A の正値性を示す。任意の
b = (b1 · · · bm)⊤ ∈ Rm \ {0} に対して

v̂ :=
m∑
j=1

bjψj

とおくと、ψj の 1次独立性から v̂ ̸= 0 であり、実は |||v̂ ||| > 0 である。
(∵ もしも |||v̂ ||| = 0 ならば、|||·||| の定義から、v̂ は定数関数であるが、Γ1 ̸= ∅ から、v̂ は
少なくとも 1点 (Γ1 の任意の点) で 0 に等しく、v̂ ≡ 0 が導かれ、矛盾が生じる。)
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3.1 Galerkin法 3.1.5 連立 1次方程式の一意可解性

ゆえに

0 < |||v̂ |||2 =

〈
m∑
j=1

bjψj ,

m∑
i=1

biψi

〉
=

m∑
i=1

bi

 m∑
j=1

⟨ψj , ψi ⟩ bj

 = b⊤Ab

となる。従って A は正値である。

注意 3.2 (記号 b⊤a)
ここで b⊤ は、縦ベクトル b を転置して出来る横ベクトルである。ゆえに b⊤a
は、ベクトル a, b ∈ Rm の内積に他ならない。この文書では、色々な内積が登
場するので、それらを明確に区別するために、記号を使い分けている。同様に
Cm において、b∗a は a, b の内積である。
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3.1 Galerkin法 整理 — そんなにややこしい話ではない
並べてみる (本来こういうのは各自がすべきであるけどサービスする)。
問題 (W)� �
Find u ∈ Xg1 s.t.

(前回 10) ⟨u, v⟩ = (f , v) + [g2, v ] (v ∈ X ).� �
問題 (Ŵ)� �
Find û ∈ X̂g1 s.t.

(再掲 5) ⟨û, v̂⟩ = (f , v̂) + [g2, v̂ ] (v̂ ∈ X̂ ).� �
問題 (Ŵ

′
)� �

Find û ∈ X̂g1 s.t.

(再掲 6) ⟨û, ψi ⟩ = (f , ψi ) + [g2, ψi ] (i = 1, 2, · · · ,m).� �
(再掲 8) Aa = f .
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3.2 Ritz 法 3.2.1 問題 (V̂
′
)

変分問題の有限次元近似版の解を求め、それを元の問題の近似解として採用し
よう、というのが Ritz 法である。具体的には次の問題を考える。
問題 (V̂)� �
Find û ∈ X̂g1 s.t. I [û] = min

ŵ∈X̂g1

I [ŵ ].

� �
(W) と (V) の同値性と同様に、(Ŵ) と (V̂) も同値である。つまり、今考えてい
る Poisson 方程式の境界値問題 (のような対称性のある) 問題では、Galerkin 法
と Ritz 法、それぞれによる近似解を定める方程式は同じものである。そこで、
Ritz-Galerkin 法と呼ばれる。

かつらだ
桂 田

まさし
祐 史 http://nalab.mind.meiji.ac.jp/~mk/lecture/ouyousuuchikaisekitokuron-2020/応用数値解析特論 第 3 回 2020 年 10 月 5 日 13 / 28

http://nalab.mind.meiji.ac.jp/~mk/lecture/ouyousuuchikaisekitokuron-2020/


3.2 Ritz 法 3.2.1 問題 (V̂
′
)

ちなみに

I [û] =
1

2
|||ĝ1|||2 +

m∑
i=1

ai ⟨ĝ1, ψi ⟩+
1

2

m∑
i,j=1

aiaj ⟨ψi , ψj⟩ − (f , ĝ1)

−
m∑
i=1

ai (f , ψi )− [g2, ĝ1]−
m∑
i=1

ai [g2, ψi ]

となる。これから極値の条件は 1

0 =
∂I [û]

∂ai
= ⟨ĝ1, ψi ⟩+

m∑
j=1

aj ⟨ψj , ψi ⟩ − (f , ψi )− [g2, ψi ] (i = 1, 2, · · · ,m).

これは、もちろん Galerkin 法で得た (7) と同じである。
1 ∂

∂ai
aj = δij に注意。一般に A = (aij ) ∈ Rn×n, b = (bi ) ∈ Rn, c ∈ R,

f (x) =
1

2
(Ax , x) + (b, x) + c (x ∈ Rn) とするとき、∇f (x) =

1

2
(A+ A⊤)x + b となる。特に A

が対称ならば ∇f (x) = Ax + b. 1 変数の
(
1
2
ax2 + bx + c

)′
= ax + b の拡張。かつらだ
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やってみよう ∇( 12 (Ax , x) + (b, x) + c) = 1
2 (A

⊤ + A)x + b

微積分の授業などで聴いたことがあるかもしれないが、その覚えがなけ
ればやってみることを勧める。

1

2
(Ax , x) + (b, x) + c =

1

2

n∑
i ,j=1

aijxixj +
n∑

i=1

bixi + c

=
1

2

n∑
k,j=1

akjxkxj +
n∑

k=1

bkxk + c .

これを xi で偏微分すると？
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3.3 誤差最小の原理

定理 3.3 (誤差最小の原理)

Ritz–Galerkin 解 û は X̂g1 の中で（ある意味で）最も u に近い。すなわち

|||û − u||| = min
ŵ∈X̂g1

|||ŵ − u|||.

(授業では、証明の前に、u から超平面 X̂g1 への射影 û の図を板書する。)
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3.3 誤差最小の原理
証明 まず û は、u から X̂g1 に下ろした垂線の足 (正射影) であることを示す。
弱形式

⟨u, v⟩ = (f , v) + [g2, v ] (v ∈ X ),

⟨û, v̂⟩ = (f , v̂) + [g2, v̂ ] (v̂ ∈ X̂ )

から (X̂ ⊂ X に注意して)

⟨û − u, v̂⟩ = 0 (v̂ ∈ X̂ ).

任意の ŵ ∈ X̂g1 に対して、û − ŵ ∈ X̂ ゆえ、v̂ のところに û − ŵ を代入して

(û は垂線の足) ⟨û − u, û − ŵ⟩ = 0.

ピタゴラスの定理の等式

|||ŵ − u|||2 = |||ŵ − û + û − u|||2 = |||ŵ − û|||2 + |||û − u|||2

から
|||û − u||| ≤ |||ŵ − u|||

を得る。
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3.4 古典的 Ritz-Galerkin 法
実際に問題を解くとき、{ψi} を適当に選ばなければならない。古典的な Ritz-Galerkin 法
では、基底関数として、微分方程式の主要部の微分作用素の固有関数などを使用する。

例 3.4 (常微分方程式の境界値問題に対する Ritz-Galerkin 法)

次の常微分方程式 (1次元 Poisson方程式？) の境界値問題を考えよう。

(9)

{
−u′′ = f (0 < x < 1)
u(0) = u(1) = 0

ここで f は (0, 1) 上定義された既知関数である。
Ω = (0, 1), Γ1 = Γ = {0, 1}, Γ2 = ∅, g1 = 0 である。
ĝ1 = 0 とするのが自然である。X̂g1 = X̂ := Span{ψ1, · · · , ψm} となる。

ψj(x) := sin(jπx) (1 ≤ j ≤ m)

とおくと ψj(0) = ψj(1) = 0 すなわち ψj = 0 on Γ1 (1 ≤ j ≤ m) であり、1次独立であ
る (直交性から容易に証明できる)。
û ∈ X̂g1 は、次のように表せる。

(10) û(x) =
m∑
j=1

ajψj(x).
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例 3.4 (区間における Ritz-Galerkin 法 (続き))

Γ2 = ∅ であるから、[g2, ·] という項は不要で、弱形式は

⟨û, v̂⟩ = (f , v̂) (v̂ ∈ X̂ ).

さて
⟨ψj , ψi ⟩ =

(
ψ′

j , ψ
′
i

)
= ijπ2

∫ 1

0

cos(jπx) cos(iπx)dx =
1

2
ijπ2δij

であるから

A = (⟨ψj , ψi ⟩) =
π2

2


1 04

9
. . .

0 m2

 .

これは対角行列であるから、逆行列は一目で

A−1 =
2

π2


1 01/4

1/9
. . .

0 1/m2

 .
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例 3.4 (区間における Ritz-Galerkin 法 (続き))

ゆえに

a = A−1f =
2

π2


1 01/4

1/9
. . .

0 1/m2




(f , ψ1)
(f , ψ2)
(f , ψ2)
...
(f , ψm)

 ,

(f , ψi ) =

∫ 1

0

f (x) sin(iπx)dx .

ゆえに

(11) ai =
2

π2

1

i2

∫ 1

0

f (x) sin(iπx)dx (i = 1, 2, · · · ,m).

念のためもう一度書いておく。

(再掲 10) û(x) =
m∑
j=1

aj sin(jπx).

(10), (11) で定まる û が問題 (9) の Ritz-Galerkin 解である。
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例 3.4 (区間における Ritz-Galerkin 法 (続き))

以上を振り返って
Fourier級数に慣れていれば、(Ritz-Galerkin法を知らなくても) (10), (11) を導く
のは簡単である (やってみよう)。

ψj は、同次 Dirichlet 条件を課した微分作用素 −
(

d
dx

)2 の固有関数である。これは
“対称な作用素” であるため、直交性

i ̸= j ⇒ (ψi , ψj) = 0

が成り立つ。さらに
i ̸= j ⇒ ⟨ψi , ψj⟩ = 0

が成り立つ、係数行列 A が対角行列となって、計算が簡単になっている。
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3.4 古典的 Ritz-Galerkin 法
以下は 2次元バージョン。時間があれば (同じことだから)。

例 3.5 (正方形領域における Ritz-Galerkin法)

正方形領域 Ω = (0, 1)× (0, 1) において、Poisson 方程式 −△u = f に同次 Dirichlet 境
界条件を課した境界値問題を考える (Γ1 = Γ, g1 = 0 である)。このとき {ψk} として

φij(x , y) = sin(iπx) sin(jπy) (1 ≤ i , j ≤ m)

を採用するのが便利である (ここで m ∈ N)。弱形式は上の例と同様に

⟨û, v̂⟩ = (f , v̂) (v̂ ∈ X̂ := Span{φij}).

である。後のための準備として

⟨φkℓ, φij⟩ =
π2

4
(ki + ℓj)δkiδℓj (1 ≤ i , j , k, ℓ ≤ m)

さて

û =
m∑

k=1

m∑
ℓ=1

akℓφkℓ

とおくと、
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例 3.5 (正方形領域における Ritz-Galerkin法)

⟨û, φij⟩ = (f , φij) (1 ≤ i , j ≤ m) ⇔
m∑

k=1

m∑
ℓ=1

akℓ ⟨φkℓ, φij⟩ = (f , φij) (1 ≤ i , j ≤ m)

⇔ aij ⟨φij , φij⟩ = (f , φij) (1 ≤ i , j ≤ m)

⇔ aij =
4

π2(i2 + j2)
(f , φij) (1 ≤ i , j ≤ m).

例えば f ≡ 1 (定数関数)である場合、

(f , φij) =

∫ 1

0

∫ 1

0

sin(iπx) sin(jπy)dxdy =

[
(−1)i+1 + 1

] [
(−1)j+1 + 1

]
ijπ2

=


4

ij
(i , j が共に奇数)

0 (それ以外).

ゆえに

aij =


16

ij(i2 + j2)π4
(i , j = 1, 3, 5, 7, · · · ).

0 (それ以外).
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3.4 古典的 Ritz-Galerkin 法
ここで古典的 Ritz-Galerkin 法の特徴を列挙しておこう。
(1) 基底関数として固有関数を使うため、適用範囲が狭い。
(2) Neumann 境界条件の処理が楽。

…以上は有限要素法のテキスト (菊地 [1]) に書いてあったことであるが、次の
こともぜひ指摘しておきたい。
(3) 適用できる問題に対して、少ない手間 (それこそ手計算)で、意外と高精度
な解を得ることが出来る。

余談 2 (棒の固有値問題)

ずっと以前、私が勤め始めた頃、よその研究室の学生が加藤 [5] の中の例題 (棒の振動の
固有値問題) を数値計算することを卒業研究のテーマとして与えられて、それに付き合っ
たことがある。そのときの記録。

「I君の固有値問題」　 (1992/11)

そんな古くさい問題、差分法を使って、コンピューターで解けば楽勝だと未熟な桂田セン
セイは思ったが、古典的な Ritz-Galerkin法は優秀で、ましてそれを Mathematica に載せ
ると…という話。ずっと後になって、その 2次元版 (板の固有値問題) に関わるとは…
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3.5 新しい Ritz-Galerkin 法としての有限要素法
ようやく次回から有限要素法の話に突入する。
有限要素法は、次のような特徴を持つ Ritz-Galerkin 法である。

領域を
1 次元の場合 区間
2 次元の場合 三角形, 四角形
3 次元の場合 三角錐, 四面体

などの簡単な図形 — 有限要素 (finite element) と呼ぶ — に分割する:

[0]

[1]

[2]

[3]

[4]
[5][6]

[7]

[8]

[9]

[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]
[17] [18]

[19]

[20]

[21]

[22]

[23]

[24]

[25]

[26]

[27]

[28]
[29][30]

[31]

[32]

[33]

[34]

[35]

[36]

[37]

[38]

[39]

[40]
[41] [42]

[43]

[44]

[45]

[46]

[47]

[48]

[49]

[50]

[51]

[52]

[53][54]
[55]

[56]

[57]

[58]

[59]

[60]

[61]

[62]

[63]

[64]

[65] [66]
[67]

[68]

[69]

[70]

[71]

[72]

[73]

[74]

[75]

[76]
[77][78]

[79]

[80]

[81]

[82]

[83]

[84]

[85]

[86]

[87]

[88]
[89] [90]

[91]

[92]

[93]

[94]

[95]

[96]

[97]

[98]

[99]

[100]

[101][102]

[103]

[104]

[105]

[106]

[107]

[108]

[109]

[110]

[111]

[112]

[113] [114]

[115]

[116]

[117]

[118]

[119]

[120]

[121]

[122]

[123]

[124]

[125][126]

[127]

[128]

[129]

[130]

[131]

[132]

[133]

[134]

[135]

[136]

[137] [138]

[139]

[140]

[141]

[142]

[143]

[144]

[145]

[146]

[147]

[148]

[149][150]

[151]

[152]

[153]

[154]

[155]

[156]

[157]

[158]

[159]

[160]

[161] [162]

[163]

[164]

[165]

[166]

[167]

[168]

[169]

[170]

[171]

[172]

[173][174]

[175]

[176]

[177]

[178]

[179]

[180]

[181]

[182]

[183]

[184]

[185] [186]

[187]

[188]

[189]

[190]

[191]

Ω ≒ Ω̂ :=
m⋃

k=1

ek (ek は有限要素).
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3.5 新しい Ritz-Galerkin 法としての有限要素法

連続な区分的多項式 (Ω̂ で連続、各有限要素上で多項式に等しいもの)を基底関数
に採用する。

ただし、次の図 1のように、重なりや、すき間、頂点が他の三角形の辺上にあることは
避けることにする。各三角形を (有限) 要素とよぶ。

図 1: 重なり, すき間, 頂点が他の要素の辺上にある、なんてのはダメ

(有限要素というときは、試行関数、試験関数として、どういう近似関数を用いるかまで
考える場合がある。その辺の区別について言及すべきかも。)
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やってみよう の解答
∂
∂xi

(xkxj) =
∂
∂xi

xk · xj + xk
∂
∂xi

xj = δikxj + xkδij であるから

∂

∂xi

(
1

2
(Ax , x) + (b, x) + c

)
=

1

2

n∑
k,j=1

akj
∂

∂xi
(xkxj) +

n∑
k=1

bk
∂

∂xi
xk +

∂

∂xi
c

=
1

2

n∑
k=1

n∑
j=1

akj (δikxj + xkδij) +
n∑

k=1

bkδik + 0

=
1

2

(
n∑

j=1

xj

n∑
k=1

akjδik +
n∑

k=1

xk

n∑
j=1

akjδij

)
+ bi

=
1

2

(
n∑

j=1

aijxj +
n∑

k=1

akixk

)
+ bi

=
1

2

(
Ax の第 i 成分+ A⊤x の第 i 成分

)
+ b の第 i 成分

=
1

2
(A+ A⊤)x + b の第 i 成分.

ゆえに
∇
(
1

2
(Ax , x) + (b, x) + c

)
=

1

2
(A+ A⊤)x + b.
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