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問 4 (どちらかというと、前回の範囲の問題が主)

(1) I は R の区間, f : I → R, a ∈ I, A ∈ R とする。x → a のとき f(x) が A に収束するとはどういうこ
とか (定義の条件を書け)。

(2) f(x) = −5

2
x+ 4 (x ∈ R) とするとき、f が R で連続であることを ε-δ 論法で証明せよ。

(3) (1) が成り立つとき、a の十分近くで、f が有界である、すなわち

(∃δ > 0)(∃M ∈ R)(∀x ∈ I : |x− a| < δ) |f(x)| ≤ M

が成り立つことを示せ。(ヒント: 収束する数列は有界、という定理の証明と良く似ている。)

(4) 多項式関数、多項式関数でない有理関数、有理関数でない関数の例をそれぞれあげよ (ただし授業中
にあげた例とは異なるものを書くこと)。



問 4解説
(1)

(∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀x ∈ I : |x− a| < δ) |f(x)− A| < ε.

(別解) (∀ε > 0) (∃δ > 0) (∀x ∈ I) (|x− a| < δ ⇒ |f(x)− A| < ε).

(講評) うっかり |f(x)− A| を |f(x)− f(a)| < ε と書いた人がちらほら。連続性と近いので間違えな
いように気をつけて下さい。

(2) (示すべきことを論理式で書くと、(∀a ∈ R) (∀ε > 0) (∃δ > 0) (∀x ∈ R: |x− a| < δ) |f(x)− f(a)| < ε.)

a を任意の実数とする。任意の正の数 ε に対して、δ := 2ε
5
とおくと、δ > 0. さらに、|x − a| < δ

を満たす任意の x ∈ R に対して

|f(x)− f(a)| =
∣∣∣∣(−5

2
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)
−

(
−5

2
a+ 4

)∣∣∣∣ = ∣∣∣∣−5

2
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2
· δ = 5
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· 2
5
ε = ε.

ゆえに |f(x)− f(a)| < ε. (したがって f は a で連続である。) ゆえに f は R で連続である。
(講評) 示すことを論理式で書くことを問題文で求めていないけれど、そうすると良いと思う。どうい
うことを書くべきか、明確になる。
(非常に重要) δ について言及するより先に「任意の正の数 a に対して、」とか「ε を任意の正数と

する。」と書けない人が少なくない。いきなり「δ = 2
5
ε」で始めたりするのは非常にまずい。試験で

そういうことをしたら、中間点なしの一発アウトと考えて下さい。(これは授業でも口やかましく言っ
ているのだけれど、いざやってもらうと、大勢ができない。今はそういうものだと半分くらいあきら
めています。)

「δ < 2
5
ε を満たす正数 δ を取る」と書くのはまあまあだけれど、条件を満たす δ の存在を示すこ

とが求められているので、たとえば「δ := 1
5
ε とすると」とすることを勧める。

(3) lim
x→a

f(x) = A という仮定から、ある正の数 δが存在して

(∀x ∈ I : |x− a| < δ) |f(x)− A| < 1.

(収束の定義の条件を ε = 1 として用いた。)

M := 1 + |A| とおくと、M ∈ R であり、|x− a| < δ を満たす任意の x ∈ I に対して
|f(x)| = |f(x)− A+ A| ≤ |f(x)− A|+ |A| < 1 + |A| = M.

ゆえに
|f(x)| < M.

(講評)「任意の ε」を M に残した人がいた。M = ε+ |f(a)| とか。M の存在を示さねばならないの
で、それはダメ。ε は、上の模範解のように 1 である必要はなくて、2 でも 100 でも良い。とにかく
自分で決めてしまうことが大事です。
これで解けなくなるわけではないけれど、|f(x)− A| < 1 の絶対値を外して、A− 1 < f(x) < A+1

と変形してから困ってしまった人がちらほらいた。確かにかえって難しくなったのかも。
収束する数列が有界であることの証明でも、|an| = |an − a+ a| ≤ |an − a| + |a| = 1 + |a| という

変形をしてあって、それと同じことです。そのヒントを有効に使った人は少なかった (ちょっと残念
です)。

ちなみに、lim
x→a

f(x)

g(x)
=

lim
x→a

f(x)

lim
x→a

g(x)
の証明でもっと難しいことをやってあります。



(4) 多項式関数
2x2 + 2x+ 1, 3x2 + 2x+ 1,

多項式関数でない有理関数
2x+ 1

x+ 1
,

x2 + 2x

x+ 1
,

x2 + 2x+ 1

5x

有理関数でない関数
cos x, tan x, ex sin x


