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本日の内容＆連絡事項

緊急事態宣言が発出されたため、明治大学は活動制限指針をレベル
2に引き上げました。これは緊急事態宣言が解除されるまでは続く
予定です。「数学解析」はレベル 2では、オンライン授業 (オンデマ
ンド形式) となります。Oh-o! Meiji の授業内容・資料に、講義動画
とスライド PDFを置くので、動画を (授業日から 1週間以内に) 視
聴して下さい。
本日の授業内容

1章「実数の性質」を終え、2章「数列の極限」に入る。
数列の極限については、「数学の方法」で一通り学んだはずなので、
なぜそのように定義するかなどの説明は省略して、小走りモードで進
む。基本的な命題を証明していく。
問 1の解説を行います。(問 2の解説は次回に行います。)
今日は宿題はありません。
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1.3 上界, 上に有界, 上限, sup (やり残し)

(このスライドの内容は前回やるはずでした。ちょうど良い復習？)

簡単な定理を 2つ。
命題 3.1

上限は上界である。すなわち A ⊂ R, S ∈ R, S が A の上限ならば、S は
A の上界である。

証明 S が A の上限であれば、定義の条件の (i) (∀x ∈ A) x ≤ S が成り
立つ。これは S が A の上界であることを意味する。
命題 3.2

A ⊂ R, A ̸= ∅ とするとき、A が上に有界 ⇔ A の上限が存在する。

証明 (⇒) これは Weierstrass の上限公理という定理そのものである。
(⇐) A の上限を S とすると、上に示したように S は A の上界である。
A の上界が存在するので、A は上に有界である。
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1.3, 1.4 記号 sup, inf

4/19の授業でこのスライドの内容説明し忘れました。
定義 3.3 (上限、下限を表す記号 sup, inf)

A ⊂ R, A ̸= ∅ とする。

supA :=

{
A の上限 (Aが上に有界のとき、つまり A の上限が存在するとき)
∞ (Aが上に有界でないとき)

inf A :=

{
A の下限 (Aが下に有界のとき、つまり A の下限が存在するとき)
−∞ (Aが下に有界でないとき)

注意 A の上限や下限が存在しないときも、supA, inf A という記号を用
いるわけである。極限と lim という記号の関係に少し似ている。(例えば
lim
n→∞

an = ∞ のとき、{an} の極限は存在しない。)

細かい注意 実は上の説明はちょっと乱暴。一体 ∞ とは何だろう？二つの立場がある。(a) ∞,

−∞ をきちんと導入して、R ∪ {∞,−∞} で議論をする、(b) A が上に有界でないことを、
supA = ∞ と表すと約束する。(a) は手間がかかるので、ここでは (b) の立場としておく。すると、
上の書き方 (∞ を supA とおく) は少しおかしい。
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1.5 アルキメデスの公理 (復習)

問: アルキメデスの公理を書け。

答: (∀a > 0) (∀b > 0) (∃n ∈ N) na > b.

おまけの余談 アルキメデスの公理の理解に (少し？)役立ちそうな話。na > bは n >
b

a

と同値であるから、a と b が与えられたら、商 b

a
を計算して、その整数部分

⌊
b

a

⌋
に 1

を加えた数を n とすれば、n >
b

a
は成立する。

例えば、a = 0.123, b = 98.7 であれば b

a
= 802.43 · · · なので、n = 803 とすれば

na > b が成り立つ。
このやり方でアルキメデスの公理が証明できると考えるかもしれない。これが証明に

なるかどうかは、実数をどのように定義するかによる。実数が小数展開できることも保
証する必要がある。
実は、R が可換体、順序体の公理を満たすことだけからは、任意の実数が小数表示が出

来ることは証明できない。Weierstrass の上限公理を用いてアルキメデスの公理を証明す
ると、実数の小数展開の証明に取り掛かれる準備ができる (この講義では証明しない)。
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1.5 アルキメデスの公理 (続き) N は上に有界でない
「上に有界」という言葉のイメージを持っていれば「N は上に有界でな
い」ということは明らかに思える。証明するにはどうしたら良いだろう。

まず、集合 A が上に有界でないということはどういうことか。
集合 A が上に有界 ⇔ (∃U ∈ R) (∀x ∈ A) x ≤ U

集合 A が上に有界でない ⇔ (∀U ∈ R) (∃x ∈ A) x > U.

だから証明すべきことは (∀U ∈ R) (∃x ∈ N) x > U.

(証明のヒント) アルキメデスの公理を使う。
(証明) U を任意の実数とする。アルキメデスの公理を a := 1,
b := |U|+ 1 に適用すると、ある自然数 n が存在して、n · 1 > |U|+ 1.
ゆえに x := n とおくと、x は自然数であり

x = n > |U|+ 1 > |U| ≥ U. ゆえに x > U.

ゆえに N は上に有界ではない。
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(証明) U を任意の実数とする。アルキメデスの公理を a := 1,
b := |U|+ 1 に適用すると、ある自然数 n が存在して、n · 1 > |U|+ 1.
ゆえに x := n とおくと、x は自然数であり

x = n > |U|+ 1 > |U| ≥ U. ゆえに x > U.

ゆえに N は上に有界ではない。
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不等式の復習

以下でよく使う不等式を復習しておこう。

(a) 任意の A,B ∈ R に対して、|A| ≤ B ⇔ −B ≤ A ≤ B .

(b) 任意の実数 x , y に対して、|x + y | ≤ |x |+ |y | (三角不等式).
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1.6 有界
有界という概念もある。多次元空間 Rn で重要になる。
定義 3.4 (R の有界な部分集合)

A ⊂ R とする。A が有界 (bounded) であるとは

(∃R ∈ R)(∀x ∈ A) |x | ≤ R

が成り立つことをいう。

実は一般に、「有界 ⇔ 上に有界かつ下に有界」が成り立つ。

(⇒) |x | ≤ R は −R ≤ x ≤ R と同値であるから、有界ならば上に有界
かつ下に有界であることが分かる (U := R , L := −R とすればよい)。
(⇐) L ≤ x ≤ U が成り立つとき、R := とおくと、−R ≤ x ≤ R

が成り立つ。ゆえに |x | ≤ R .

をどうすれば良いかはクイズにしておく。このスライドの末尾
に答えを書いておく。
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2 数列の極限 (定義と簡単な性質)

数列の収束・極限については「数学の方法」で学んだはずなので、定
義は一応書くけれど、なぜそのように定義するか等は省略する。(自習す
る場合に参考書が欲しければ、田島 [1] を推奨する。)

目標は、例えば lim
n→∞

n2 + 2n + 3

3n2 + 2n + 1
=

1

3
をきちんと理解すること。
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2.1 数列の定義 2.1.0 数列とは N から R への写像である

N = {1, 2, · · · } から R への写像のことを (つまり a : N → R である a
を) 数列 (sequence) または実数列という。
写像 a : N → R による n の像 a(n) のことを通常は an と書き、数列自

体を {an}n∈N と表す、とみなすと良い。
an のことを数列 {an}n∈N の第 n項と呼ぶ。
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2.2 収束、極限、発散

定義 3.5 (数列の収束)

{an}n∈N を数列、a ∈ R とする。n → ∞ のとき、{an}n∈N が a に収束
する ({an}n∈N converges to a) とは、

(♡) (∀ε > 0)(∃N ∈ N)(∀n ∈ N : n ≥ N) |an − a| < ε

が成り立つことをいい、

an → a (n → ∞)

と表す。
an → a であるような a は存在するとしても、ただ 1つしかない (極限

の一意性)。
a のことを {an}n∈N の極限 (the limit) と呼び、 lim

n→∞
an で表す。

極限の一意性は認めることにする (講義ノート桂田 [2] には証明してある)。
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2.2.0 収束、極限、発散 (続き) 収束の条件の書き直し, 収束しない条件

収束の定義の条件 (♡) は、
(♠) (∀ε > 0)(∃N ∈ N)(∀n ∈ N) (n ≥ N ⇒ |an − a| < ε)

とも書ける。こちらの方が慣れている人が多いかもしれない。

一般に ∀x (P(x) ⇒ Q(x)) を (∀x : P(x)) Q(x) と書くのであった。
(♡) の形にしておくと、否定を作るときに機械的にできて便利である。
{an} が a に収束しないとは、

(∃ε > 0)(∀N ∈ N)(∃n ∈ N : n ≥ N) |an − a| ≥ ε

が成り立つことをいう。
この条件は、: を使わないで書くと、次のようになる。

(∃ε > 0)(∀N ∈ N)(∃n ∈ N) n ≥ N ∧ |an − a| ≥ ε.

(⇒ の否定 ¬(p ⇒ q) ≡ p ∧ ¬q を使うわけだが、フリーズする人が
多い。)
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2.2 収束、極限、発散 (続き) 収束列

収束する点 (極限) に言及せず、単に「収束する」と言うことが結構ある。
定義 3.6 (収束列)

{an}n∈N を数列とする。

(∃a ∈ R) lim
n→∞

an = a

が成り立つとき、「{an}n∈N は収束列である」、「{an}n∈N は収束する」、
「{an}n∈N の極限が存在する」、「{an}n∈N は極限を持つ」という。数列
{an}n∈N が収束しないとき、{an}n∈N は発散するという。

問 {an}n∈N が収束しないことを論理式で表せ。

答 (∀a ∈ R) (∃ε > 0) (∀N ∈ N) (∃n ∈ N: n ≥ N) |an − a| ≥ ε.
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2.2 収束、極限、発散 (続き)　定数数列の極限

命題 3.7 (定数数列の極限)

実数 c に対して、an = c (n ∈ N) で定まる数列 {an}n∈N について

lim
n→∞

an = c .

(証明) 任意の ε > 0 に対して、N := 1 とおくと、N は自然数であり、
n ≥ N を満たす任意の n ∈ N に対して、

|an − c | = |c − c | = |0| = 0 < ε

であるから、 lim
n→∞

an = c .

注意 この証明を問にすると、「任意の自然数を N とすると」と書く人がいる。
条件を満たす自然数が存在することを主張すべきなので、具体的に「N := 1 と
おくと」とする方が良い。一般には、(∀n ∈ A) P(n) は (∃n ∈ A) P(n) を導かな
い。(なぜでしょう？)
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2.2 収束、極限、発散 (続き) lim
n→∞

1

n
= 0

次の定理は高校では「イメージ」で説明してある (でも証明はされていない)。

命題 3.8

lim
n→∞

1

n
= 0.

(証明) 任意の正の数 ε に対して、アルキメデスの公理より、ある N ∈ N
が存在して

Nε > 1.

このとき、n ≥ N を満たす任意の n ∈ N に対して∣∣∣∣1n − 0

∣∣∣∣ = 1

n
≤ 1

N
< ε.

これは lim
n→∞

1

n
= 0 を示している。
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2.3 極限の基本的な性質

次の定理も高校の教科書に載っている (でも証明はされていない)。
命題 3.9

数列 {an}n∈N が a に、{bn}が b に収束するならば、

lim
n→∞

(an + bn) = a+ b, lim
n→∞

(an − bn) = a− b, lim
n→∞

(an · bn) = a · b.

さらに b ̸= 0, (∀n ∈ N) bn ̸= 0 ならば

lim
n→∞

an
bn

=
a

b
.

今日は、和について証明する。差については練習問題とする。積と商
については次回説明する。
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2.3 極限の基本的な性質

上のスライドの定理まで出来れば、高校の教科書にある次の計算が正
当化できる。

lim
n→∞

n2 + 2n + 3

3n2 + 2n + 1
= lim

n→∞

1 + 2 1
n + 3 1

n2

3 + 2 1
n + 1

n2

=
1 + 2 · 0 + 3 · 02

3 + 2 · 0 + 02
=

1

3
.
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2.3 極限の基本的な性質: lim
n→∞

(an + bn) = lim
n→∞

an + lim
n→∞

bn

(証明) ε を任意の正の数とする。(普通は省略されるが「ε/2 > 0 である」。)
{an} が a に収束することから、ある自然数 N1 が存在して

(∀n ∈ N : n ≥ N1) |an − a| < ε

2
.

{bn} が b に収束することから、ある自然数 N2 が存在して
(∀n ∈ N : n ≥ N2) |bn − b| < ε

2
.

N := max{N1,N2} とおくと、(当たり前なので、普通は省略されるが「N は
自然数であり」)、n ≥ N を満たす任意の自然数 n に対して

|(an + bn)− (a+ b)| = |(an − a) + (bn − b)| ≤ |an − a|+ |bn − b|

<
ε

2
+

ε

2
= ε.

ゆえに
|(an + bn)− (a+ b)| < ε.

ゆえに lim
n→∞

(an + bn) = a+ b.

オレンジ色の部分に注目。ε, N, n の登場する順番がこの通りでないとダメ。
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問 1解説

宿題の解説は動画オンリーにします (手で書いてほしいので)。
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クイズの答え

L ≤ x ≤ U が成り立つとき、R をどう定めれば、−R ≤ x ≤ R が成り
立つか。

答えは一つではない。例えば R := max{U,−L} とすれば良い。
こうすると U ≤ R かつ −L ≤ R . 後者から L ≥ −R .
ゆえに−R ≤ L ≤ x ≤ U ≤ R であるから −R ≤ x ≤ R .

あるいは R := max{|U|, |L|} とか。
答えが合うか合わないかでなくて、自分で証明が書けるかどうかが大事
です。
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