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授業動画を収録したときと変更しました。解答は裏面にあります。

練習

(1) 6月 8日授業での、交代級数に関する Leibnizの判定法の証明において、{s2n} が単調増加
で上に有界であること、{s2n−1} が単調減少で下に有界であることを示せ。

(2) 数列 {sn} について、{s2n} と {s2n−1} が共通の極限 s を持てば、{sn} 自身が s に収束す
ることを示せ。



(1) 以下、nを任意の自然数とする。

s2(n+1)−1 − s2n−1 = s2n+1 − s2n−1 = (−1)2na2n+1 + (−1)2n−1a2n = a2n+1 − a2n ≤ 0

であるから s2(n+1)−1 ≤ s2n−1. ゆえに {s2n−1} は単調減少である。

また

s2(n+1) − s2n = s2n+2 − s2n = (−1)2n−1a2n+2 + (−1)2na2n+1 = −a2n+2 + a2n+1 ≥ 0

であるから s2(n+1) ≥ s2n. ゆえに {s2n} は単調増加である。

また
s2n − s2n−1 = (−1)2n−1a2n = −a2n ≤ 0

であるから

(♡) s2n ≤ s2n−1.

(♡) と、{s2n} の単調増加性から

s2n−1 ≥ s2n ≥ s2(n−1) ≥ · · · ≥ s2

であるから s2 は {s2n−1} の下界であり、{s2n−1} は下に有界である。

また、(♡) と、{s2n−1} の単調減少性から

s2n ≤ s2n−1 ≤ s2n−3 ≤ · · · ≤ s3 ≤ s1

であるから s1 は {s2n} の上界であり、{s2n} は上に有界である。

(2) ε を任意の正の数とする。{s2n} が s に収束することから、ある自然数 N1 が存在して

(∀n ∈ N : n ≥ N1) |s− s2n| < ε.

また {s2n−1} が s に収束することから、ある自然数 N2 が存在して

(∀n ∈ N : n ≥ N2) |s− s2n−1| < ε.

このとき、N := max{2N1, 2N2 − 1} とおくと、N は自然数であり、n ≥ N を満たす任意
の自然数 n に対して |s− sn| < ε が成り立つ。実際、

• n が奇数の場合、ある自然数 p が存在して、n = 2p− 1. n ≥ 2N2 − 1 であるから、
p ≥ N2. ゆえに

|s− sn| = |s− s2p−1| < ε.

• n が偶数の場合、ある自然数 p が存在して、n = 2p. n ≥ 2N1 であるから、p ≥ N1.

ゆえに
|s− sn| = |s− s2p| < ε.

ゆえに lim
n→∞

sn = s.


