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本日の内容・連絡事項

前回、離散 Fourier係数を定義し、サンプリング定理を述べた。今回
は CN から CN への写像としての離散 Fourier変換の定義を述べ、そ
の逆変換 (いわゆる反転公式) を求める。議論はほぼ純粋の線形代数
である。さらに離散 Fourier変換のアルゴリズムである高速 Fourier
変換 (FFT) の紹介をする。講義ノート [1] の §3.2, §3.3に相当する。
次回は音声信号の周波数を調べる実験を行う予定 (Mathematicaを
用いる)。またレポート課題 2も出す予定である。

(2020/11/25 9:40加筆; 11:30修正) 今回の授業を理解するための線形代
数の補足のようなスライドを 1,2枚用意した方が良いかもしれない、と考
えたので、スライド 18, 19 ページを追加した。
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3.2 離散 Fourier変換
前項 (§3.1) で、周期関数 f をサンプリングして得られた周期 N の周期数列
{fj} (fj = f (xj)) に対して、離散フーリエ係数と呼ばれる {Cn} を定義した:

Cn :=
1

N

N−1∑
j=0

ω−nj fj (n ∈ Z)

ただし
ω := exp

2πi

N
.

数列 {Cn} も周期 N の周期数列であることが分かった。周期が N であるから、
連続した N 項だけを考えれば良い。
ここでは、その変換 (f0, f1, · · · , fN−1) 7→ (C0,C1, · · · ,CN−1)の逆変換の話を
する。
議論は実質的に線形代数であるので、収束などを考える必要がなく、あまり難
しくなく、きちんとした話が出来る。逆行列を求める話に直交性が効いてくる
のが、個人的にはとても面白い。
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3.2 離散 Fourier変換
3.2.1 記号についての約束 インデックスは 0 から

定理を述べる前に、記号についての約束をする。
線形代数では、ベクトルや行列の成分は、1 から番号をつける (行や列の番号は 1から始
める)のが普通だが、ここでは 0 から番号をつけることにする。
またベクトルの一般の成分を表すのに第 i 成分、行列の一般の成分を表すのに (i , j) 成分
を指定することが多いが、i は虚数単位を表す記号として用いたいので、ここでは、

ベクトルの一般の成分を表すのに第 j 成分
行列の一般の成分を表すのに (j , k) 成分

を指定する。

x = (xj) =


x0
x1
...

xN−1

 , A = (ajk) =


a00 a01 · · · a0,N−1

a10 a11 · · · a1,N−1

...
...

...
...

aN−1,0 aN−1,1 aN−1,N−1

 .

(2020/11/25 11:40加筆 「線形代数の補足」というのをスライド 18,19ページに書いた
ので、適宜参照して下さい。)
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3.2.2 離散 Fourier変換の定義

定義 9.1 (離散 Fourier変換)

N ∈ N に対して、ω := e2πi/N とおく。f = (f0, f1, · · · , fN−1)
⊤ ∈ CN に対して、

(1) Cn :=
1

N

N−1∑
j=0

ω−nj fj (n = 0, 1, · · · ,N − 1)

で定まる C = (C0,C1, · · · ,CN−1)
⊤ ∈ CN を f の離散 Fourier変換 (discrete

Fourier transform) と呼ぶ。また、写像 F : CN 3 f 7→ C ∈ CN のことも離散
Fourier変換と呼ぶ。
F が線型写像であることはすぐ分かる。ゆえに C は f にある行列 W をかけ
ることで求まる。逆変換が存在するが、それは逆行列 W−1 で実現される。
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3.2.3 離散 Fourier変換の表現行列と逆変換

定理 9.2 (離散 Fourier変換の表現行列とその逆行列)

N ∈ N に対して ω := e2πi/N , W :=
1

N

(
ω−jk

)
(N 次正方行列) とおくとき、

∀f = (fj), ∀C = (Cj) ∈ CN

に対して

(2) Cn =
1

N

N−1∑
j=0

fjω
−nj (n = 0, 1, · · · ,N − 1) ⇔ C = W f .

W は正則で、

(3) W−1 =
(
ωjk

)
.

ゆえに次の反転公式が成り立つ。

(4) Cn =
1

N

N−1∑
j=0

fjω
−nj (0 ≤ n ≤ N − 1) ⇔ fj =

N−1∑
n=0

Cnω
jn (0 ≤ j ≤ N − 1).

かつらだ
桂 田

まさし
祐 史 信号処理とフーリエ変換 第 9 回 2020 年 11 月 25 日 7 / 22



3.2.3 離散Fourier変換の表現行列と逆変換 行列の表示

念のため、W や (
ωjk

) を普通のやり方で書いておく。

W =
1

N

(
ω−jk

)
=

1

N


ω0 ω0 ω0 · · · ω0

ω0 ω−1 ω−2 · · · ω−(N−1)

ω0 ω−2 ω−4 · · · ω−2(N−1)

...
...

...
. . .

...
ω0 ω−(N−1) ω−(N−1)2 · · · ω−(N−1)(N−1)

 .

また

(
ωjk

)
=


ω0 ω0 ω0 · · · ω0

ω0 ω1 ω2 · · · ωN−1

ω0 ω2 ω4 · · · ω2(N−1)

...
...

...
. . .

...
ω0 ωN−1 ω(N−1)2 · · · ω(N−1)(N−1)

 .
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3.2.3 離散 Fourier変換の表現行列と逆変換
上の定理を背景に次のように定義する。

定義 9.3 (逆離散 Fourier変換)

N ∈ N に対して ω := exp
2πi

N
とおく。C = (C0,C1, · · · ,CN−1)

⊤ ∈ CN に対して、

(5) fj =
N−1∑
n=0

Cnω
jn (j = 0, 1, · · · ,N − 1)

で定義される f = (fj) を C の逆離散 Fourier変換 (inverse discrete Fourier transform)
と呼ぶ。また写像 CN 3 C 7→ f ∈ CN も逆離散 Fourier変換と呼ぶ。

定理 9.2 の証明のうち、(2) は簡単である。
また (4) は (3) を認めれば明らかである。
問題は、行列W の正則性と (3) を示すことであるが、それには W と (

ωjk
) の積を計算

して、単位行列に等しいことを示せば良い。その方法がもっとも手短な証明であると思
われるが、過去の講義で受講者の反応を見てみるとどうもかんばしくないので、以下意
味がつけられるような証明をいくつか示すことにする。
(2020/11/25 14:00 追記) 動画のときは「離散逆 Fourier変換」としたが、「逆離散
Fourier変換」とする方がメジャーのようなので修正した。
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3.2.4 複素指数関数の選点直交性
補題 9.4 (複素指数関数の選点直交性)

N ∈ N に対して、ω := e2πi/N ,

φn := (ωnj) =


ωn·0

ωn·1

...

ωn·(N−1)

 (n = 0, 1, · · · ,N − 1)

とおくと

(6) (φj ,φk) = Nδjk (j , k = 0, 1, · · · ,N − 1)

が成り立つ。特に {φj}N−1
j=0 は CN の直交系である。
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3.2.4 複素指数関数の選点直交性
証明 前回の補題を用いる。

(φj ,φk) =
N−1∑
n=0

ωnjωnk =
N−1∑
n=0

ωnjω−nk =
N−1∑
n=0

ωn(j−k)

=

{
N (j − k ≡ 0 (mod N))
0 (j − k 6≡ 0 (mod N)).

j , k ∈ {0, 1, · · · ,N − 1} であるから、−(N − 1) ≤ j − k ≤ N − 1. ゆえに
j − k ≡ 0 (mod N) ⇔ j = k . ゆえに

(φj ,φk) = Nδjk .
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3.2.4 複素指数関数の選点直交性 「選点直交性」と呼ばれる理由

T > 0, h :=
T

N
, xj := jh, φn(x) := e in

2π
T

x とするとき、

φn(xj) = e in
2π
T

xj = e2πinj/N = ωnj .

つまり φn は、関数 φn の点 x0, · · · , xN−1 での値を並べたベクトルである:

(7) φn := (φn(x0), φn(x1), · · · , φn(xN−1))
⊤ (n = 0, 1, · · · ,N − 1).

(φn の離散化あるいは標本化と呼ぶのがふさわしい。)

関数 φ,ψ の内積を
(φ,ψ) =

∫ T/2

−T/2

φ(x)ψ(x)dx

で定めるとき、{φn}N−1
n=0 は

(φj , φk) = Tδjk (j , k ∈ Z)

を満たす直交 (関数)系であることは学んである。その離散化がやはり直交性 (ただしベ
クトルとして) を持っているわけである。
(6) は離散直交性とでも言いたくなるけれど、普通は選点直交性と呼ぶらしい。(英語だ
と、discrete orthogonality かな？)
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3.2.4 複素指数関数の選点直交性 W の列ベクトルの直交性

系 9.5 (W の列ベクトルの直交性)

N ∈ N, ω := e2πi/N , W :=
(
1
Nω

−jk
) とする。W の第 k 列を wk とするとき

(wj ,wk) =
1

N
δjk

が成り立つ。
証明

wk =
1

N


ω−0·k

ω−1·k

...
ω−(N−1)·k

 =
1

N
φk (複素共役ベクトル)

であるから

(wj ,wk) =

(
1

N
φj ,

1

N
φk

)
=

1

N2
(φj ,φk) =

1

N2
· Nδjk =

1

N
δjk .
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3.2.5
(
1
Nω

−jk
)−1

= (ωjk)の証明

証明 1 (列ベクトルが直交系である行列の逆行列を求める定跡手順)
W と W の Hermite共役 W ∗ の積を作ってみると対角行列になる。実際

W ∗W =


w∗

0

w∗
1
...

w∗
N−1

 (w1 w2 · · ·wN−1) =
(
w∗

j wk

)
=

(
1

N
δjk

)
=

1

N
I .

ゆえに (NW ∗)W = I であるから、

W−1 = NW ∗ = N

(
1

N
ω−kj

)
=

(
ωkj

)
=

(
ωjk

)
.
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3.2.5
(
1
Nω

−jk
)−1

= (ωjk)の証明 2

任意の C ∈ CN が与えられたとき
C = W f

を満たす f ∈ CN を求めよう。
C は {wn} の線型結合である。実際

C = W f = (w1 w2 · · ·wN−1)


f0
f1
...

fN−1

 = w1f1 + w2f2 + · · ·+ wN−1fN−1 =
N−1∑
j=0

fjwj .

ゆえに (直交系による展開の係数を求める公式を適用して)

fj =
(C ,wj)

(wj ,wj)
=

N−1∑
k=0

Ck
1

N
ω−kj

1/N
=

N−1∑
k=0

ωjkCk .

これは W−1 =
(
ωjk

)であることを示している。
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3.2.6 ユニタリ変換への修正
注意 9.6 (定義を少し修正するとユニタリ変換になる)

Cn =
1

N

N−1∑
j=0

ω−nj fj , fj =
N−1∑
n=0

ωnjCn

を
C ′
n =

1√
N

N−1∑
j=0

ω−nj fj , fj =
1√
N

N−1∑
n=0

ωnjC ′
n

のように変えると、対応する行列は

U =

(
1√
N
ω−jk

)
, U−1 =

(
1√
N
ωjk

)
となる。U∗ = U−1 が成り立つ。つまり U はユニタリ行列である。
これは U の列ベクトルが正規直交系ということである。
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3.3 高速 Fourier変換 (FFT)

離散 Fourier変換には、非常に効率の高いアルゴリズムが存在する。それを高速 Fourier
変換 (the fast Fourier transform) と呼び、FFT と略記する。
FFT が広く知られるようになったきっかけは、1965年の Cooley-Tukey [2] とされるが、
それ以前から色々な人達が気づいて使っていたとのことである。
ここでは具体的なアルゴリズムの説明は省略する。(興味があれば大浦 [3], [4] を見よ。)

いくつか注意点を述べておく。
FFTは近似ではなく、離散 Fourier係数そのものを計算する。使わない理由はない。
(離散 Fourier係数は、Fourier係数の近似であるが、それとは別の話。)

項数 N が “たくさん” の素因数の積に分解できるときに高速化される。典型的なの
は N = 2m (m ∈ N) の場合で、そのとき計算量は O(N logN) である。定義式から
素朴に計算すると O(N2) となるので、その差は大きい。
現在では、ソフトウェアで離散 Fourier変換をするとき、FFTが使われると期待で
きるが、N の値の選択には注意すべきである (素数など選んではいけない)。
(重要) 離散 Fourier 変換は、離散 Fourier 係数を求めてくれるが、離散 Fourier 係
数から等分点上の関数値を求めるのは、逆離散 Fourier 変換であり、それも同じア
ルゴリズムで高速化される。
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線形代数メモ (1)

K = R または C とする。
成分が K に属する m × n 行列全体を Km×n と書くことにする (M(m, n;K) のような記
号を使う人も多い)。n 次元縦ベクトルは n × 1 行列とみなす (つまり Kn×1 = Kn)。
これはこの §3の特別ルール� �
x ∈ Kn の成分は (特に断らない限り) xj (j = 0, 1, · · · , n − 1) とする。
A ∈ Km×n の成分は (特に…) ajk (j = 0, 1, · · · ,m− 1; k = 0, 1, · · · , n− 1) とする。� �

行列 A = (ajk) ∈ Km×n に対して、(akj) ∈ Kn×m を A の転置行列と呼び A⊤ で表す。ま
た (akj) ∈ Kn×m を A の Hermite共役行列と呼び A∗ で表す。
例えば

A =

(
A00 A01 A02

A10 A11 A12

)
とブロック分けされているとき、

A∗ =

 A∗
00 A∗

10

A∗
01 A∗

11

A∗
02 A∗

12

 .

(これを W = (w0,w1, · · · ,wN−1) について用いた。スライド 14ページ。)
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線形代数メモ (2)

A = (ajk) ∈ Kℓ×m と B = (bjk) ∈ Km×n の積 AB ∈ Kℓ×n を

AB =

m−1∑
p=0

ajpbpk

 (AB の第 (j , k) 成分は
m−1∑
p=0

ajpbpk )

で定義する。特に A ∈ KN×N と x ∈ KN の積は

(8) Ax =

(
N−1∑
k=0

ajkxk

)
(Ax の第 j 成分は

N−1∑
k=0

ajkxk )

((8) を C = W f についての議論で用いた。Cn =
1

N

N−1∑
j=0

fjω
−nj をじっと見てみること。)

写像 f : Kn → Km が線型であるためには、ある A ∈ Km×n が存在して f (x) = Ax
(x ∈ Kn) となることが必要十分である。
Kn における内積は次式で定義される:

(x , y) =
n−1∑
j=0

xjyj (K = R のときは単に (x , y) =
n−1∑
j=0

xjyj).

次の式が成り立つ (案外よく使う式。今回は w∗
j wk = (wk ,wj) =

1
N
δkj で使った。)。

(x , y) = y∗x (右辺は 1× n 行列 y∗ と n × 1 行列 x の積とみなす).

今回は使っていないが (Ax , y) = (x ,A∗y) の証明などが分かりやすくなる。)。
かつらだ
桂 田

まさし
祐 史 信号処理とフーリエ変換 第 9 回 2020 年 11 月 25 日 19 / 22



余談
今回の講義の内容は、個々の式のレベルでは良く知られたことがほとんどで、
多くの本に載っている。
どういう順に並べれば話が分かりやすくなるか、毎年頭をひねっている。意外
に感じるかも知れないが、結構時間を使っている。
逆変換 (反転公式) については、現時点では次のように考えている。
結論を知れば単純計算で逆行列であることを示す

1

N

(
ω−jk

) (
ωjk

)
= I

が示せるが、それはやはり下手な説明なのだろう。やはり意味が分かって頭に残
る形の説明が望ましい。
色々な説明が可能である。今回は見送ったけれど、以下の説明が良さそうと思っ
ている。
Fourier級数に現れる指数関数系 φn(x) = e in

2π
T x (n ∈ Z) は内積空間 L2(0,T ) の

直交系で、その標本化 φn := (φn(x0), φn(x1), · · · , φn(xN−1))
⊤ = (ωjn)

(0 ≤ n ≤ N − 1) は CN の直交系である ((φm,φn) = Nδmn … 選点直交性)。
(次のスライドに続く)
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余談
A := (φ0,φ1, · · · ,φN−1) とおく。A = (ωjk) である。A−1 = W を示せば、
W−1 = A が分かる。

b = AC

は
b =

N−1∑
j=0

Cjφj

という式に書き直せる。C を直交系 {φn} で展開していて、Cj はこの展開の係
数である、ということなので、Cj は例の公式で求まる。

Cj =
(C ,φj)

(φj ,φj)
=

φ∗
j C
N

=
1

N

N−1∑
n=0

ω−jnCn.

ゆえに
A−1 =

(
1

N
ω−jk

)
= W .
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