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1月 9日の補講と、10日の講義で、講義ノート第 8章の「デジタル・フィルター」を説明
する。
この文書は 9日の補講の内容である。定理の証明と図 (グラフ 2つ)は省略してある。定理
の証明は講義ノート中に書いてある。

デジタル・フィルターとは、離散信号を入力して、離散信号を出力するもの、数学的には、
離散信号を離散信号に写す写像である。

離散信号 離散信号とは、複素数列 x = {xn}n∈Z のことを指す。x は Z から C への写像
x : Z ∋ n 7→ x(n) ∈ C とみなせる。xn を x(n) とも書く。
この講義では、離散信号の全体を S と表す。これは CZ (Z から C への写像全体の集合) と
みなせる。
S において、和 x+ y, 定数倍 cx を

(x+ y)(n) := x(n) + y(n), (cx)(n) := cx(n) (n ∈ Z)

で定める。S は C 上のベクトル空間になる。

離散信号の畳み込み x, y ∈ S に対して、畳み込み x ∗ y ∈ S を

x ∗ y(n) =
∞∑

k=−∞

x(n− k)y(k) (n ∈ Z)

で定める (これは復習。本当は収束のための条件が必要。)。

単位インパルス δ ∈ Sを

δ(n) = δn0 =

{
1 (n = 0)

0 (n ∈ Z \ {0})

で定める。この δ を単位インパルス (the unit impulse) と呼ぶ。
(授業では δ のグラフを描いた。ここでは省略。)� �
命題 0.1 任意の x ∈ S に対して

x ∗ δ = δ ∗ x = x.

すなわち、 δ は ∗ に関する単位元である。� �
証明 (略)
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線形定常フィルター (LTI フィルター) S から S への写像をデジタル・フィルターと呼ぶ。
デジタル・フィルター F : S → S による x ∈ S の像を F [x] と表す。
デジタル・フィルター F : S → S が線形 (linear) であるとは、

(∀x, y ∈ S) F [x+ y] = F [x] + F [y],

(∀x ∈ S)(∀c ∈ C) F [cx] = cF [x]

が成り立つことをいう。
「定常」を説明するために、信号をずらした信号の記号を導入する。
x ∈ S, k ∈ Z に対して

y(n) := x(n− k) (n ∈ Z)

で定まる y ∈ S のことを x(· − k) で表す。
(授業では δ(· − 2) のグラフを描いた。ここでは省略。「要するに平行移動である。」)

線形デジタル・フィルター F : S → S が定常 (時不変, time-invariant) とは

(∀x ∈ S)(∀k ∈ Z) F [x(· − k)] = F [x](· − k)

が成り立つことをいう。直感的には「いつでも同じように信号を変換する」ということである。
線形定常フィルターのことを LTI フィルターと略記する。� �
定理 0.2 LTIフィルター F : S → S に対して

h := F [δ]

とおくと
(∀x ∈ S) F [x] = h ∗ x.

(F に単位インパルスを入力したときの出力 h がわかれば、一般の入力 x に対する出力
F [x] は h ∗ x で求まる。)� �
証明 (略)

h のことを F の単位インパルス応答 (the unit impulse response) と呼ぶ。

正弦波を入力したときの出力, LTIフィルターの周波数特性

→ 連続信号 X(t)
AD 変換−→ 離散信号 x = {x(n)}n∈Z

F→ 離散信号 y = {y(n)}n∈Z
DA 変換−→ 連続信号 Y (t) →

連続信号 X : R → C をサンプリング周期 Ts でサンプリングして離散信号 x ∈ S を求める。
つまり

x(n) = X(nTs) (n ∈ Z)

とする。この x をデジタル・フィルター F : S → S に入力したときの出力を y とする。

y = F [x] = x ∗ h (h := F [δ])

すなわち

y(n) =
∞∑

k=−∞

x(n− k)h(k) (n ∈ Z).

正弦波をサンプリングして得られた離散信号を F に入力するとどうなるか調べてみよう。
(なぜそんなことをするか: 反転公式 X(t) =

1√
2π

∫ ∞

−∞
X̂(ξ)eitξ dξ は、任意の信号 X は正弦
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波 eitξ の重ね合わせで表せることを意味している。eitξ がどうなるか調べると、様子が分かる
であろう、という読み。)

周波数 f の正弦波 X(t) = e2πift をサンプリング周波数 Ts でサンプリングして得られる離
散信号を x とする:

x(n) = X(nTs) = e2πifnTs = einω = (eiω)n,

ただし
ω := 2πfTs.

x = {x(n)} は公比 eiω の等比数列である。(一般に指数関数をサンプリングすると等比数列
になるので、特に不思議はない。)� �
命題 0.3 LTIフィルター F に離散信号 x = {einω}n∈Z を入力したときの出力 y は

y(n) = ĥ(ω)x(n) (n ∈ Z).

ただし

h := F [δ], ĥ(ω) =
∞∑

k=−∞

h(k)e−ikω.

(ĥ は、離散信号 h の離散時間 Fourier 変換である。)� �
証明 (略)

「正弦波をLTIフィルターに入力すると、同じ周波数の正弦波が出力される」ということで
ある。∣∣∣ĥ(ω)∣∣∣ は、フィルター F の「増幅率」と呼べるであろう。ĥ(ω) を F の周波数特性 (周波
数応答, frequency characteristic, frequency response) と呼ぶ。

フィルターの例: ローパス・フィルター デジタル・フィルターの例として、ローパスフィル
ター (low pass filter) を作ってみよう。これは低い周波数の信号は通すが、高い周波数の信号
は通さない (カットする) というデジタル・フィルターである。
0 < f1 < f2 として、

X1(t) = Ae2πif1t +Be−2πif1t,

X2(t) = Ce2πif2t +De−2πif2t

とする。Xiは周波数 fi の正弦波の一般形である。もしも

ĥ(ω1) = ĥ(−ω1) = 1, ω1 := 2πf1Ts,

ĥ(ω2) = ĥ(−ω2) = 0, ω2 := 2πf2Ts

が成り立てば、X1, X2 をサンプリングして得られた離散信号 x1, x2 に対して

F [x1] = x1, F [x2] = 0

が成り立つ。
以上は大体正しいが、一般に離散時間 Fourier変換 ĥ(ω) は周期 2π の周期関数であること
を思い出すと、注意が必要なことが分かる。例えば

ω2 = ω1 + 2π
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となっている場合、F がなんであっても、ĥ(ω1) = ĥ(ω2), ĥ(−ω1) = ĥ(−ω2) である。サンプ
リング定理を思い出すと、もともと条件

f1, f2 <
Fs

2
, Fs :=

1

Ts

が満たされないと、信号 X1, X2 は満足なサンプリングが出来ない。逆にこの条件が満たされ
る場合は、

0 < ω1, ω2 < 2πTs ·
Fs

2
= π

が成り立つので、ω2 = ω1 + 2π のようなことは起こらない。
そこで

ω1 < ωe < ω2

を満たす ωe を取って、

ĥ(ω) =

{
1 (|ω| ≤ ωe)

0 (ωe < |ω| < π)

となるような h を求めよう。これは反転公式を使えばよい。

h(n) =
1

2π

∫ π

−π

ĥ(ω)einωdω =
1

2π

∫ ωe

−ωe

ĥ(ω)einωdω =
ωe

π
sincnωe.

ここで ∫ a

−a

eibx dx = 2a sinc ab

を用いた (これは以前も使ったが、良く出て来るので公式と考えるのが良いかもしれない)。
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