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問 13 次の定積分を留数を用いて求めよ。
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問 13解説
(1) P (z) := z6 + 1, Q(z) := 1 とすると、ともに多項式で、detP (z) = 6 ≥ 2 = 0 + 2 = degQ(z) + 2. ま
た任意の x ∈ R に対して、P (x) = x6 + 1 ≥ 0 + 1 = 1 より P (x) ̸= 0. ゆえに
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(2) 被積分関数は偶関数であるから、
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P (z) := (z2 + 1)2, Q(z) := 1, a = 1 とおくと、a > 0, degP (z) = 4 ≥ 1 = 0 + 1 = degQ(z) + 1, 任意
の実数 x に対して P (x) ≥ (0 + 1)2 = 1 であるから P (x) ̸= 0. ゆえに
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P (c) =⇔ (c2 + 1)2 = 0 ⇔ c = ±i.

どちらも P の 2位の零点であるから、Q
P
の高々2位の極 (実は 2位の極)、Im c > 0であるものは c = i.
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(3) z = eiθ (θ ∈ [0, 2π]) とおくと、dz = ieiθdθ であるから、dθ =
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留数定理を用いて
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