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問 8 (1) 次の各方程式を解け。
(a) v < 0 とするとき ez = v (b) ez =

√
3− i (c) sin z = 1 (d) sin z = 2i

(2)
∞∑
n=1

n2

n!
を求めよ。(ヒント: 火曜日に

∞∑
n=1

n2zn の和の求め方を説明した。)



問 8解説
(1) ez = w を解くには、まず w の極形式 w = reiθ (r > 0, θ ∈ R) を (何でも良いから 1つ) 求め、後は公
式w = log r + i(θ + 2nπ) (n ∈ Z) に代入する。
(a) v < 0 とするとき、v = (−v) · eπi は v の極形式であるから

z = log v = log(−v) + (π + 2nπ)i = log(−v) + (2n+ 1)πi (n ∈ Z).

(b)
∣∣√3− i

∣∣ = √
(
√
3)2 + (−1)2 =

√
3 + 1 = 2 であり、

√
3− i = 2 ·

√
3− i

2
= 2e−iπ/6

は
√
3− i の極形式である。ゆえに

z = log
(√

3− i
)
= log 2 + i

(
−π

6
+ 2nπ

)
= log 2 +

(
2n− 1

6

)
πi (n ∈ Z).

(c) X = eiz とおくと

sin z = 1 ⇔ eiz − e−iz

2i
= 1 ⇔ X − 1

X
= 2i ⇔ X2 − 1 = 2iX ⇔ X2 − 2iX − 1 = 0.

これは (X − i)2 = 0 と気づけば、すぐに X = i と解ける。気がつかなくても 2次方程式の解の公式
から、X = i±

√
i2 + 1 = i と解ける。i の極形式として i = 1 · eiπ/2 が取れるので、

sin z = 1 ⇔ eiz = i ⇔ iz = log i = log 1 +
(π
2
+ 2nπ

)
i =

(
2n+

1

2

)
πi (n ∈ Z).

ゆえに
z =

(
2n+

1

2

)
π (n ∈ Z).

(d)

sin z = 2i ⇔ eiz − e−iz

2i
= 2i ⇔ X − 1

X
= −4 ⇔ X2 + 4X − 1 = 0

⇔ X = −2±
√

(−2)2 + 1 · 1 ⇔ eiz = −2±
√
5.

−2±
√
5 の極形式として、−2 +

√
5 = (

√
5− 2)ei0, −2−

√
5 = (

√
5 + 2)eiπ が得られるので

iz = log
(
−2±

√
5
)
= log

(√
5− 2

)
+ 2nπi, log(

√
5 + 2) + (2n+ 1)πi (n ∈ Z).

ゆえに
z = (2n+ 1)π − i log(

√
5 + 2), 2nπ − i log

(√
5− 2

)
(n ∈ Z).

(2) ez =
∞∑
n=0

1

n!
zn = ez を項別微分して ez =

∞∑
n=1

n

n!
zn−1. z をかけて zez =

∞∑
n=1

n

n!
zn. また項別微分して

ez + zez =
∞∑
n=1

n2

n!
zn−1. z をかけて z(1 + z)ez =

∞∑
n=1

n2

n!
zn. これに z = 1 を代入して

∞∑
n=1

n2

n!
= 1 · (1 + 1)e1 = 2e.

別解 1: n2 = n(n− 1) + n であるから
∞∑
n=1

n2

n!
=

∞∑
n=1

n(n− 1) + n

n!
=

∞∑
n=2

n(n− 1)

n!
+

∞∑
n=1

n

n!
=

∞∑
n=2

1

(n− 2)!
+

∞∑
n=1

1

(n− 1)!
=

∞∑
m=0

1

m!
+

∞∑
m=0

1

m!
= 2e.

別解 2: 2回目の z のかけ算を省略して、ez + zez =
∞∑
n=1

n2

n!
zn−1 に z = 1 を代入しても良い。


