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問 13 (1) f(z) =
z − 4

(z − 1)(z − 2)3
のとき、Res(f ; 1), Res(f ; 2), Res(f ; 3) を求めよ。

(2) 次の関数の極とその位数、その点における留数を求めよ。(a) f(z) =
cos z

z3
(b) f(z) =

1

cos z

問 13解説 定理A,Bは授業で説明した。それからすぐに定理Cが出る。この形で覚えておくと便利かも。
学生は、定理D,E,Fのようなのを覚えるのは問題ない、と期待している。

• 定理 A 「cが f の k 位の極⇔ cのある近傍 U と、U で正則な g が存在して、f(z) =
g(z)

(z − c)k

(z ∈ U \ {c}), g(c) ̸= 0 が成り立つ。」

• 定理B「c が f の k位の零点⇔ cのある近傍 U と、U で正則な gが存在して、f(z) = (z − c)kg(z)

(z ∈ U), g(c) ̸= 0 が成り立つ。」

• 定理C「P とQが cのある近傍 U で正則であり、cが P の k位の零点で、Q(c) ̸= 0であれば、cは
f :=

Q

P
の k位の極である。」

条件 Q(c) ̸= 0 を省くと、結論は「cは f :=
Q

P
の高々k位の極である。」となる。

• 定理D 「cが f の高々k位の極ならば Res(f ; c) =
1

(k − 1)!
lim
z→c

(
d

dz

)k−1 [
(z − c)kf(z)

]
.」

• 定理E「P とQが cのある近傍で正則で、cがP の 1位の零点ならば、(cは f :=
Q

P
の高々1位の極

であり) Res(f ; c) =
Q(c)

P ′(c)
.」

• 定理 F 「cが φの 1位の極、ψ が cのある近傍で正則ならば、cは f := φψ の高々1位の極で、
Res(f ; c) = Res(φ; c)ψ(c).」

(1) (せっかく新作を作ったのに、間違えて昨年度と同じ問題を出してしまった…)

1 は f の 1 位の極である (実際、g(z) := z − 4

(z − 2)3
は U := D(1; 1) で正則で、g(1) ̸= 0, f(z) =

g(z)

z − 1
(z ∈ U \ {1}) であるから、定理Aが適用して…)。定理Dを用いて

Res(f ; 1) = lim
z→1

(z − 1)f(z) = lim
z→1

z − 4

(z − 2)3
=

z − 4

(z − 2)3

∣∣∣∣
z=1

=
−3

(−1)3
= 3.



2 は f の 3 位の極である (実際、g(z) := z − 4

z − 1
は U := D(2; 1) で正則で、g(2) ̸= 0, f(z) =

g(z)

(z − 2)3

(z ∈ U \ {2}) であるから定理Aを適用して…)。定理Dを用いて

Res(f ; 2) = lim
z→2

1

(3− 1)!

(
d

dz

)3−1 [
(z − 2)3f(z)

]
=

1

2
lim
z→2

(
z − 4

z − 1

)′′

.

2階導関数は素朴に計算しても良いが、少し工夫してみる。

z − 4

z − 1
=
z − 1− 3

z − 1
= 1− 3

z − 1
= 1−3(z−1)−1 より

(
z − 4

z − 1

)′′

= (−3)·(−1)(−2)(z−1)−3 =
−6

(z − 1)3
.

ゆえに
Res(f ; 2) =

1

2
· −6

(z − 1)3

∣∣∣∣
z=2

= −3.

f は 3 の近傍 D(3; 1) で正則であるから、Res(f ; 3) = 0.

(2) (a) f の分母の z3、分子の cos z ともにCで正則である。分母= 0 ⇔ z = 0 であるから、f は C \ {0}
で正則である。
c = 0, k = 3, U = C, g(z) = cos z として定理 Aの仮定が成り立つので、0 は f の 3位の極で
ある。

Res(f ; 0) =
1

(3− 1)!
lim
z→0

(
d

dz

)3−1 [
(z − 0)3f(z)

]
=

1

2
lim
z→0

(cos z)′′ =
1

2
(− cos z)|z=0 = −1

2
.

(別解) f(z) =
1− 1

2
z2 + 1

4!
z4 − · · ·

z3
=

1

z3
− 1

2
· 1
z
+

1

24
z − · · · であるから Res(f ; 0) = −1

2
.

(b) f の分母 cos z、分子 1は C 全体で正則である。分母 = 0 ⇔ (∃n ∈ Z) z = (n − 1/2)π. cn :=

(n− 1/2)π とおく。p(z) := cos z, q(z) = 1 とするとき、

p′(z) = − sin z, p(cn) = 0, p′(cn) = − sin(n− 1/2)π = (−1)n ̸= 0.

ゆえに cn は分母 p の 1位の零点である。また q(cn) ̸= 0. ゆえに cn は f の 1位の極である。定
理 Eが適用できるので

Res(f ; cn) =
q(cn)

p′(cn)
=

1

(−1)n
= (−1)n.


