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本日の内容・連絡事項

いよいよ授業は今回を含め残り 3回。今回は、関数論を用いた数値
積分の誤差解析手法を紹介します。関数論の意外な活躍が見られる
ところです。
レポート課題 3 〆切 7月 30日 23:00, 提出先は Oh-o! Meiji.

これとは別に期末レポート課題を出します。それについては、第 13
(7/12),14回 (7/19) の講義が大事です。何らかの理由で出席できな
い場合は、動画資料を用意する予定です。
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前回の振り返りとこの後どこに向かうか

前回に紹介した 5.9「不思議な好結果」は、特殊なケース (滑らかな周
期関数の周期積分, 無限遠で急速に減衰する解析的関数の R での積分—
どちらも台形公式と呼ぶ公式が優れていた) に限られていて、実際の役に
は立たないように思えたかもしれない。

しかし、色々な定積分が、二重指数関数型変数変換によって、「不思議
な好結果」をもたらす定積分に変換できることが分かった。

こうなると

なぜ (不思議なくらい) 好結果をもたらすか？

を知りたくなる。

この講義に残された時間は少ないが、高橋・森の誤差解析手法の門をく
ぐってみよう。
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5.11 関数論を用いた数値積分の誤差解析
5.11.1 数値積分の誤差の特性関数 (1/5)

−∞ ≤ a < b ≤ ∞, D は C の開集合, (a, b) ⊂ D, p : (a, b) → (0,∞),
f : D → C は正則とするとき、次の定積分を考える。

(1) I =

∫ b

a
f (x)p(x) dx .

数値積分公式は色々あるけれど、大抵は次の形をしている (前回紹介し
たものはみなそう)。

(2) In =
n∑

k=1

f (xk)wk .

ここで xk ∈ (a, b), wk ∈ R (1 ≤ k ≤ n).

Γ を D 内の曲線で (a, b) を正の向きに一周するとする。Cauchy の積
分公式より、次が成り立つ:

f (x) =
1

2πi

∫
Γ

f (z)

z − x
dz .
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5.11.1 数値積分の誤差の特性関数 (2/5)

定積分 (1) I =

∫ b

a

f (x)p(x) dx の f (x) を Cauchy の積分公式で置き換えて、

積分順序を交換すると

I =

∫ b

a

(
1

2πi

∫
Γ

f (z)

z − x
dz

)
p(x) dx =

1

2πi

∫
Γ

f (z)

(∫ b

a

p(x)

z − x
dx

)
dz .

Ψ(z) :=

∫ b

a

p(x)

z − x
dx

で Ψ を定義すると、
I =

1

2πi

∫
Γ

f (z)Ψ(z) dz .

この Ψ は C \ [a, b] で正則である (積分記号下の微分が正当化できることがす
ぐ分かる)。特に重み関数 p(x) ≡ 1 のときは

Ψ(z) =

∫ b

a

dx

z − x
= Log

z − a

z − b
(z ∈ C \ [a, b]).

ただし Log は対数関数の主値とする。この Ψ は一価正則である。
かつらだ
桂 田

まさし
祐 史 応用複素関数 第 12 回 2022 年 7 月 5 日 5 / 28



5.11.1 数値積分の誤差の特性関数 (3/5)

一方、数値積分公式 (2) In =
n∑

k=1

f (xk)wk の f (xk) を Cauchyの積分公式で置

き換えて、
∫
と
∑
の順番を交換すると

In =
n∑

k=1

(
1

2πi

∫
Γ

f (z)

z − xk
dz

)
wk =

1

2πi

∫
Γ

f (z)

(
n∑

k=1

wk

z − xk

)
dz .

Ψn(z) :=
n∑

k=1

wk

z − xk

とおくと
In =

1

2πi

∫
Γ

f (z)Ψn(z) dz .

ゆえに
Φn(z) := Ψ(z)−Ψn(z).

とおくと
I − In =

1

2πi

∫
Γ

f (z)Φn(z) dz .
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5.11.1 数値積分の誤差の特性関数 (4/5) 1枚にまとめる

I =

∫ b

a

f (x)p(x) dx =
1

2πi

∫
Γ

f (z)Ψ(z) dz ,(3)

In =
n∑

k=1

f (xk)wk =
1

2πi

∫
Γ

f (z)Ψn(z) dz ,(4)

I − In =
1

2πi

∫
Γ

f (z)Φn(z) dz .(5)

ただし

Ψ(z) :=

∫ b

a

p(x)

z − x
dx (p(x) ≡ 1のとき Ψ(z) = Log

z − a

z − b
),(6)

Ψn(z) :=
n∑

k=1

wk

z − xk
,(7)

Φn(z) := Ψ(z)−Ψn(z)(8)

Ψn を数値積分公式の特性関数, Φn を数値積分公式の誤差の特性関数という。
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5.11.1 数値積分の誤差の特性関数 (5/5)

もし Γ 上で |Φn| が小さければ

|I − In| ≤ max
z∈Γ∗

|f (z)| 1

2π

∫
Γ
|Φn(z)| |dz |

と評価して、数値積分の誤差が小さいことが結論できそうである。
誤差の特性関数 Φn は個々の f によらない。したがって、個々の積分

計算の良し悪しでなく、数値積分公式そのものの良し悪しが直接的に調べ
られるかもしれない。
実際、高橋・森は、C 内の [a, b] を含む領域で、|Φn| の値を等高線表示

して調べることで、数値積分公式の解析を行い、二重指数関数型変数変換
を発見した。
まず、Simpson公式と Gauss-Legendre公式の誤差の特性関数を見てみ

よう。

(それにしても天才的な発想としか思えない…)
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5.11.2 誤差の特性関数の例 (1) 複合 Simpson公式
[a, b] = [−1, 1], p(x) = 1 の場合の 21 点複合シンプソン公式 S20

図 1: 森 [1] から |Φn(z)| for
Simpson’s formula (h = 0.1)

図 2: 21点複合シンプソン公式の誤
差の特性関数 (絶対値の常用対数)

右図を描くためのプログラムは、次のスライドに載せる。
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5.11.2 誤差の特性関数の例 (1)

a = −1, b = 1, m = 10, h =
b − a

2m
, xj = a+ jh (j = 0, 1, . . . , 2m),

w0 = w2m =
h

3
, w2j =

2h

3
(j = 1, 2, . . . ,m − 1), w2j−1 =

4h

3
(j = 1, 2, . . . ,m),

Φ2m+1(z) = Log
z − a

z − b
−

2m∑
k=0

wk

z − xk
.

21点複合 Simpson公式の誤差の特性関数の描画 (Mathematicaプログラム)� �
Clear[a, b, m, n, h, xs, w, Psi, Phi]

a = -1; b = 1; m = 10; n = 2 m + 1; h = (b - a)/(2 m);

xs[j_] := x[j] = a + j*h

Table[xs[j], {j, 0, 2 m}]

w[0] = h/3.0; w[2 m] = h/3.0;

w[k_] := w[k] = If[EvenQ[k], 2 h/3.0, 4 h/3.0]

Table[w[k], {k, 1, 2 m - 1}]

Psi[z_] = Sum[w[k]/(z - xs[k]), {k, 0, 2 m}]

Phi[z_] := Log[(z - a)/(z - b)] - Psi[z]

g1=ContourPlot[Log10[Abs[Phi[x + I y]]], {x,-4,4}, {y,-4,4},

PlotLegends -> Automatic,ContourLabels -> True]

g2=Plot3D[Log10[Abs[Phi[x+I y]]], {x,-4,4}, {y,-4,4}, PlotRange -> All]� �かつらだ
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5.11.3 誤差の特性関数の例 (2) 8次 Gauss-Legendre公式
8 次の Gauss-Legendre 公式は、(この講義では詳しい説明は省略しているが)

n = 8 次の直交多項式の 8 個の零点を標本点に使い、2n − 1 = 15 次までの多項
式について正確な積分を計算できる。つまり 15位の公式である (高位！)。
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図 3: 8次 Gauss-Legendre 公式の誤差の特性関数 (絶対値の常用対数)

実際 |Φ(z)| = 10−16 の曲線が見え、21 点 Simpson 公式よりも格段に誤差の
特性関数の値が小さいこと (8桁下、つまり 1億分の 1) が分かる。
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5.11.3 誤差の特性関数の例 (2) 8次 Gauss-Legendre公式
Pn(x) を n 次 Legendre 多項式とする。

a = −1, b = 1, w(x) = 1, n = 8,

{xk}nk=1 = Pn(x) の根,

wk =
2

nPn−1(xk)P ′
n(xk)

=
2
(
1− x2

k

)
(nPn−1(xk))

2 ,

Φn(z) = Log
z − a

z − b
−

n∑
k=1

wk

z − xk
.

8次 Legendre-Gauss 公式の誤差の特性関数の描画 (Mathematicaプログラム)� �
Clear[a,b,n,ndigits,x,xs,ws,Psi,Phi]

a=-1; b=1; n=8; ndigits=30;

xs=x/.NSolve[LegendreP[n,x]==0,x,ndigits];

ws=Table[2(1-xs[[k]]^2)/(n LegendreP[n-1,xs[[k]]])^2,{k,1,n}];

Psi[z_]=Sum[ws[[k]]/(z-xs[[k]]),{k,1,n}];

Phi[z_]:=Log[(z-a)/(z-b)]-Psi[z];

g1=ContourPlot[Log10[Abs[Phi[x+I y]]],{x,-4,4},{y,-4,4},

PlotLegends->Automatic,ContourLabels -> True]

g2=Plot3D[Log10[Abs[Phi[x+I y]]], {x,-4,4}, {y,-4,4}, PlotRange -> All]� �かつらだ
桂 田
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5.11.4 無限区間の台形公式 Ih の誤差の特性関数 (1)

(9) I =

∫ ∞

−∞
f (x) dx

に対する台形公式 (ただし無限和バージョン)

Ih = h
∞∑

n=−∞
f (nh)

の特性関数はどうなるだろうか？(前回は積分区間が有界区間 (a, b) である場合
の数値積分公式を調べた。それとは随分様子が違っている。)

xn = nh, wn = h (n ∈ Z) だから、積分公式の特性関数は形式的には

Ψh(z)
?
=

∞∑
n=−∞

wn

z − xn
=

∞∑
n=−∞

h

z − nh
.

この級数は収束しないが、次のように修正すれば収束する。(第 2回授業スライ
ドの余談 1を見よ)。

(10) Ψh(z) := lim
N→∞

N∑
n=−N

h

z − nh
= lim

N→∞

N∑
n=−N

1

(z/h)− n
= π cot

πz

h
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5.11.4 無限区間の台形公式 Ih の誤差の特性関数 (2)

一方、Ψ については、有界区間 (a, b), p(x) = 1 の場合の Log
z − a

z − b
の極限

(11) Ψ(z) = lim
R→∞

Log
z − (−R)

z − R
=

{
−iπ (Im z > 0)
+iπ (Im z < 0)

を採用すると良い。
実際、f が、ある d > c について D(d) := {z ∈ C | | Im z | < d} で正則と仮

定すると
I =

∫ ∞

−∞
f (x) dx =

1

2πi

∫
Γc

f (z)Ψ(z) dz .

ただし c は正の数で、

Γc := Γ−c − Γ+c , Γ−c : z = x − ic (x ∈ R), Γ+c : z = x + ic (x ∈ R).

ゆえに

(12) I − Ih =

∫
Γc

f (z)Φh(z)dz , Φh(z) := Ψ(z)−Ψh(z).

この Φh が、無限区間の台形公式 Ih の誤差の特性関数である。かつらだ
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5.11.4 無限区間の台形公式 Ih の誤差の特性関数 (3)

Ψh(z) := lim
N→∞

N∑
n=−N

h

z − nh
= π cot

πz

h
,

Ψ(z) := lim
R→∞

Log
z − (−R)

z − R
=

{
−iπ (Im z > 0)
+iπ (Im z < 0)

,

Φh(z) := Ψ(z)−Ψh(z).

この Φh の絶対値 |Φh(z)| (h = 1/2, 1/4) の等高線を描いてみる (次の
スライド)。実軸から離れるにつれ、急速に減衰することが分かる。� �

Clear[PhiH,Psi,PsiH,NN,n,h]

Psi[z_] = If[Im[z]>0,-Pi I, Pi I]

PsiH[z_, h_] = Pi Cot[Pi z/h]

PhiH[z_, h_] = Psi[z] - PsiH[z, h]

g1=ContourPlot[Log10[Abs[PhiH[x + I y, 1/2]]], {x, -4, 4}, {y, -4, 4},

Contours->9, ContourLabels -> True,

ColorFunction -> (Hue[#] &), PlotLegends -> Automatic]

g2=ContourPlot[Log10[Abs[PhiH[x + I y, 1/4]]], {x, -4, 4}, {y, -4, 4},

Contours->6, ContourLabels -> True, WorkingPrecision->100,

ColorFunction -> (Hue[#] &), PlotLegends -> Automatic]� �かつらだ
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5.11.4 無限区間の台形公式 Ih の誤差の特性関数 (4)

-30
-30

-30

-30

-30 -30

-30 -30-30 -30

-30
-30

-30 -30

-30 -30 -30

-30

-30
-30

-30

-30 -30 -30 -30

-30

-30

-30 -30

-30 -30

-30 -30-30 -30-30 -30

-30 -30 -30 -30

-30 -30

-25 -25
-25

-25

-25 -25

-25 -25

-25 -25-25 -25

-25 -25

-25 -25

-25

-25

-25 -25

-25 -25

-25 -25 -25 -25

-25 -25-25 -25

-25 -25

-25 -25-25 -25-25 -25

-25 -25 -25 -25

-25 -25 -20

-20

-20 -20-15

-15

-10

-10

-5

-5

0

0

-4 -2 0 2 4

-4

-2

0

2

4

-30

-25

-20

-15

-10

-5

0

-32.4

-32.4

-24.3

-24.3

-16.2

-16.2

-8.1

-8.1

0
0

-4 -2 0 2 4

-4

-2

0

2

4

-32.4

-24.3

-16.2

-8.1

0

図 4: 台形公式 Ih の誤差の特性関数の絶対値 (左 h = 1
2 , 右 h = 1

4 )

h = 1/2 の場合に、グラフが荒れているのは、桁落ちして不十分な計算
精度になっているためである。h = 1/4 の場合は、演算精度を 100 桁に
上げて計算している。
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5.11.5 台形公式 Ih の誤差解析 (1)

一応定理の形にまとめて証明を書いてみるが (それなりに面倒だけれど)、要点は |Φh|
を不等式評価する、ということである。

定理 12.1 (Stenger [2], 1973年)

d > 0, f : D(d) := {z ∈ C | |Im z | < d} → C は正則で、次の (a), (b) を満たす。
(a) 任意の c ∈ (0, d) に対して

Λ(f , c) :=

∫ ∞

−∞
(|f (x + ic)|+ |f (x − ic)|) dx < ∞.

さらに Λ(f , d − 0) := lim
c→d−0

Λ(f , c) は収束する。

(b) 任意の c ∈ (0, d) に対して

lim
x→±∞

∫ c

−c

|f (x + iy)| dy = 0.

このとき、積分 I =

∫ ∞

−∞
f (x) dx と台形公式 Ih := h

∞∑
n=−∞

f (nh) に対して、次の誤差評

価式が成り立つ (右辺は h → 0のとき指数関数的に 0に収束)。

(13) |Ih − I | ≤ exp (−2πd/h)

1− exp (−2πd/h)
Λ(f , d − 0) (h > 0).
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5.11.5 台形公式 Ih の誤差解析 (2)

証明
h > 0 とする。任意の c ∈ (0, d), N ∈ N に対して、4点

± (N + 1/2) h − ci , ± (N + 1/2) h + ci

を頂点とする長方形の周を正の向きに一周する曲線を Cc,N とする。

φ(z) := cot
πz

h
=

cos (πz/h)

sin (πz/h)

の極は kh (k ∈ Z), 位数はすべて 1, 留数は

Res (φ; kh) =
cos (πz/h)

(sin (πz/h))′

∣∣∣∣
z=kh

=
h

π
.

留数定理により∫
Cc,N

f (z) cot
πz

h
dz = 2πi

N∑
k=−N

f (kh)Res(φ; kh) = 2ih
N∑

k=−N

f (kh).

ゆえに

h
N∑

k=−N

f (kh) =
1

2i

∫
Cc,N

f (z) cot
πz

h
dz .
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5.11.5 台形公式 Ih の誤差解析 (3)

N → ∞ とすると

Ih = h
∞∑

k=−∞

f (kh)

=
1

2i

∫ ∞

−∞

(
−f (x + ic) cot

π (x + ic)

h
+ f (x − ic) cot

π (x − ic)

h

)
dx .

一方、Cauchy の積分定理より (積分路の変形をして)∫ ∞

−∞
f (x + ic) dx = I ,

∫ ∞

−∞
f (x − ic) dx = I

であるから
I =

1

2

∫ ∞

−∞
(f (x + ic) + f (x − ic)) dx .

ゆえに (やや分かりにくい計算になるが)

Ih − I =

∫ ∞

−∞

[
f (x + ic)

exp 2πi(x+ic)
h

1− exp 2πi(x+ic)
h

− f (x − ic)
exp −2πi(x−ic)

h

1− exp −2πi(x−ic)
h

]
dx .
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5.11.5 台形公式 Ih の誤差解析 (4)

∣∣∣∣∣ exp 2πi(x+ic)
h

1− exp 2πi(x+ic)
h

∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣ exp −2πi(x−ic)

h

1− exp −2πi(x−ic)
h

∣∣∣∣∣ ≤ e−2πc/h

1− e−2πc/h

が成り立つ。ゆえに

|Ih − I | ≤ exp (−2πc/h)

1− exp (−2πc/h)

∫ ∞

−∞
(|f (x + ic)|+ |f (x − ic)|) dx

=
exp (−2πc/h)

1− exp (−2πc/h)
Λ(f , c).

c → d − 0 とすると

(14) |Ih − I | ≤ exp (−2πd/h)

1− exp (−2πd/h)
Λ(f , d − 0).
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5.11.6 台形公式 Ih,N の誤差解析 — DE公式に向けて
実際の数値計算では、Ih を有限和で置き換えた Ih,N を使わざるを得ない。その場合は、

関数 f の遠方での減衰の具合が問題となる。
そこで遠方での減衰の具合の物差しとなるような正則関数 w : D(d) → C を固定して、

|f (z)| ≤定数 |w(z)| (z ∈ D(d)) を満たす f について考える。

定理 12.2 (有限項台形公式 Ih,N の誤差評価)

d > 0. w は D(d) で正則かつ 0 にならず、Λ(w , d − 0) < ∞ とする。また、
f は D(d) で正則な関数で、定理 12.1 の条件 (a), (b) と次式を満たすとする。

(15) ∥f ∥ := sup
z∈D(d)

∣∣∣∣ f (z)w(z)

∣∣∣∣ < ∞.

このとき I =

∫ ∞

−∞
f (x) dx と Ih,N := h

N∑
n=−N

f (nh) に対して次式が成り立つ。

(16) |I − Ih,N | ≤ ∥f ∥

 exp(−2πd/h)

1− exp(−2πd/h)
Λ(w , d − 0) + h

∑
|k|>N

w(kh)

 .

(右辺のカッコ内は、f によらず w だけで定まることに注意。)かつらだ
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5.11.6 台形公式 Ih,N の誤差解析 — DE公式に向けて

証明.

まず |f (z)| ≤ ∥f ∥ |w(z)| に注意する。これから Λ(f , d − 0) ≤ ∥f ∥Λ(w , d − 0).

三角不等式から

(♯) |I − Ih,N | ≤ |I − Ih|+ |Ih − Ih,N | .

(♯) の右辺第 1項については、定理 12.1 を用いて

|I − Ih| ≤ Λ(f , d − 0)
exp(−2πd/h)

1− exp(−2πd/h)
≤ ∥f ∥Λ(w , d − 0)

exp(−2πd/h)

1− exp(−2πd/h)
.

(♯) の右辺第 2項については

|Ih − Ih,N | =

∣∣∣∣∣∣h
∑
|k|>N

f (kh)

∣∣∣∣∣∣ ≤ h
∑
|k|>N

|f (kh)| ≤ h ∥f ∥
∑
|k|>N

|w(kh)| .

ゆえに
|I − Ih,N | ≤ ∥f ∥

 exp(−2πd/h)

1− exp(−2πd/h)
Λ(w , d − 0) + h

∑
|k|>N

|w(kh)|

 .
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5.11.6 台形公式 Ih,N の誤差解析 — DE公式に向けて
すでに述べたように

w(z) := φ′
1(z) =

d

dz
tanh

(π
2
sinh z

)
=

π
2 cosh z

cosh2
(
π
2 sinh z

)
とおくと、これは遠方で二重指数関数的に減衰する。実際

w(x) ≃ π exp
(
−π

2
exp |x |+ |x |

)
(R ∋ x → ±∞).

2πd

h
=

π

2
exp(Nh)

を満たすように h, N をとると、|Ih − I | ≒ |Ih − Ih,N | となることが期待できて

|Ih,N − I | ≤ C ′ ∥f ∥ exp (−CN/ logN)

が導ける。これは N が 2倍になると、誤差が 2乗になる、すなわち有効桁数が
2倍近くになることを意味している。
高橋・森は色々な w を考えた末に、ここにあげたような (二重指数関数的に

減衰する) w が最良の結果を生じると論じた ([3])。
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5.11.7 むすび

数値積分は、応用上重要であり、特に 1変数の場合は古くから深く研究
されている。二重指数関数型数値積分公式は、1970年代前半に発見され
た比較的新しいアルゴリズムであり、すぐれた数値積分公式として現在で
も良く利用されている。その発見の過程のみならず、誤差評価式の証明に
も複素関数論が利用された。それにまつわるアイディアの多くは参考にな
ると思われる。

当初予定では、杉原 [4] による DE 公式の誤差解析まで紹介する予定で
あったが、時間切れとなった。関数論の講義としては既にかなり深入りし
ているので、切り上げのタイミングとしてはほどほどかもしれない。
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付録: Euler-Maclaurinの定理
周期関数の一周期積分が台形公式で高精度に計算できることは、関数論を使った説明

もできるが、多くのテキストでは次の定理で説明している。

命題 12.3 (Euler-Maclaurin展開,Euler (1736), MacLaurin (1742), Jacobi (1834))

f : [a, b] → R が C 2m 級であれば、任意の n ∈ N に対して h = (b− a)/n とおくとき、

∫ b

a
f (x) dx = h

1

2
f (a) +

n−1∑
j=1

f (a+ jh) +
1

2
f (b)

−
m∑
r=1

h2rB2r

(2r)!

(
f (2r−1)(b)− f (2r−1)(a)

)
+Rm,

Rm =
h2m+1

(2m)!

∫ 1

0
B2m(t)

(
n−1∑
k=0

f (2m)(a+ kh + th)

)
dt

が成り立つ。ただし Bm, Bm(t) は、それぞれ次式で定義される Bernoulli 数、Bernoulli
多項式である:

s

es − 1
=

∞∑
n=0

Bn

n!
sn,

sets

es − 1
=

∞∑
n=0

Bn(t)

n!
sn (|s| < 2π).

B0 = 1, B1 = −1

2
, B2 =

1

6
, B3 = 0, B4 = − 1

30
, B5 = 0, B6 =

1

42
, · · ·

B0(x) = 1, B1(x) = x − 1

2
, B2(x) = x2 + x − 1

6
, B3(x) = x3 − 3x2

2
+

x

2
, · · ·
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付録: Euler-Maclaurinの定理

関数 f : R → R が周期 b − a であれば、f 2r−1(b) − f 2r−1(a) = 0 (r =
1, · · · ,m) であるから

∫ b

a
f (x) dx = h

1

2
f (a) +

n−1∑
j=1

f (a+ jh) +
1

2
f (b)

+ Rm.

ゆえに I =

∫ b

a
f (x) dx を Th = h

(
1
2 f (a) +

∑n−1
j=1 f (a+ jh) + 1

2 f (b)
)
で

計算すると、誤差は Rm であり、これは O(h2m+1) で、かなり小さいこと
が期待できる。

Euler や MacLaurin は、
n∑

k=1

k r (r = ±1,±2, . . . ) や
n∑

k=1

log k を評価す

るためにこの公式を導出した。つまり、積分を使って和を評価したわけで
あるが、上の使い方は、積分と和の差を評価する、ということである。
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