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本日の内容・連絡事項

いよいよ授業は今回を含め残り 3回。今回は、二重指数関数型数値
積分公式 (double exponential formula, Mathematica にも採用されて
いる優秀な数値積分公式) と、関数論を用いた数値積分の誤差解析
手法を紹介します。関数論の意外な活躍が見られるところです。
レポートについて

レポート課題 3 締め切り 7月 31日 23:00
注意 レポート課題 1, 2 を提出した人は提出する必要はない。
期末レポート課題 (“レポート課題 ABC”) 締め切り 7月 27日 23:00.
課題文は 7月 6日 18:00 公開
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5.9 不思議な好結果 (1) 滑らかな周期関数の周期積分 (再掲)

I =

∫ 2π

0

dx

2 + cos x

(
=

2π√
3

)
を中点公式, 台形公式, Simpson公式で

計算すると
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ex4: numerical integration for 1/(2+cos(x))

midpoint rule
trapezoidal rule

Simpson rule

N = 32 で中点公式、台形公式、Simpson公式の誤差は、それぞれ
4.44× 10−16, −1.78× 10−16, 1.70× 10−9 (中点≒台形≪Simpson).

C言語処理系の double 型は 10進法に換算して 16桁弱の精度なので、
(わずか) N = 32 の台形公式で満足すべき結果と言える。
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5.9 不思議な好結果 (2) x → ±∞ での減衰の速い解析関数の R 上の積分

I =

∫ ∞

−∞
f (x) dx に対して、h > 0, N ∈ N を適当にえらんで

Ih := h
∞∑

n=−∞
f (nh), Ih,N := h

N∑
n=−N

f (nh)

とおく。Ih と Ih,N も台形公式と呼ばれる。

ガウス積分 I =

∫ ∞

−∞
e−x2 dx (=

√
π ) について

N h I − Ih,N
6 1 −1.833539× 10−4

12 0.5 −2.220446× 10−16

24 0.25 −4.440892× 10−16

(おおざっぱに言って x ∈ [−6, 6] の範囲を計算したことになっている。
x = ±6 のとき e−x2 ≒ 2.3× 10−16 で、すでに十分小さい。)

N = 12 (25個の標本点) で、満足行く精度の近似値 (ほぼ処理系の浮動
小数点数の精度一杯) が得られている。
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5.10 二重指数関数型数値積分公式 (DE公式)
5.10.1 変数変換型数値積分公式

与えられた定積分
∫ b

a

f (x) dx を、前回紹介した

(A) 滑らかな周期関数の周期にわたる積分
∫ T

0

f (x) dx

(台形公式 TN = h
N−1∑
j=0

f (jh), h := T/N を適用)

(B) x → ±∞ のときの減衰の速い解析的な関数 f の R 上の積分
∫ ∞

−∞
f (x) dx

(台形公式 Ih,N := h
N∑

n=−N

f (nh) を適用)

などの非常にうまく行く場合の形に変数変換で直して、それから数値積分する、
というアイディアが提出された (1970年頃)。

IMT公式 (伊理・森口・高澤 1970年) は、(A) に帰着させるものである。
DE公式 (double exponential formula, 二重指数関数型数値積分公式, 高橋・森

1974年) は、(B) に帰着させるものである。
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5.10.2 二重指数関数型数値積分公式の紹介
高橋・森は以下のような数値積分公式を提案した。解析関数 f の定積分

I =

∫ 1

−1
f (x) dx

に対して
(1) x = φ1(t) := tanh

(π
2
sinh t

)
(t ∈ R)

により変数変換 (置換積分) をする。

I =

∫ ∞

−∞
f (φ1(t))φ

′
1(t) dt.

この I に対して、前回紹介したような台形公式を適用する。

Ih,N = h
N∑

n=−N

f (φ1(nh))φ
′
1(nh) (h > 0, N ∈ N).

この公式を二重指数関数型数値積分公式 (double exponential formula)
と呼ぶ。以下では、DE公式と呼ぶことにする。
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5.10.2 二重指数関数型数値積分公式の紹介 (続き)

t → ∞ のとき φ1(t) → 1, t → −∞ のとき φ1(t) → −1 であるが、と
もに非常に速く収束する。
また t → ±∞ のとき φ′

1 → 0 も非常に速い。

図 1: φ1 は R を (−1, 1) に写す 図 2: φ′
1 は t → ±∞ のとき急速に

減衰
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5.10.2 二重指数関数型数値積分公式の紹介 (続き)

高橋・森は、φ1 が (ある定数 C に対して)

(2)
∣∣f (φ1(t)))φ

′
1(t)

∣∣ ∼ exp (−C exp |t|) (t → ±∞)

を満たすように選んだ。高橋・森の誤差解析手法に基づき、ある種の最
適性があると判断したためという。これが「二重指数関数型数値積分公
式」という名前の由来である。

上では積分区間が [−1, 1] の場合を説明したが、一般の有界閉区間上の
積分

∫ b

a
f (u) du の場合は、変数変換 u = a+ b−a

2 (x + 1) (x ∈ [−1, 1])

を利用すれば良い。

非有界区間の定積分 I =

∫ ∞

−∞
f (x) dx (f の減衰が遅い場合),

I =

∫ ∞

0
f (x) dx などについても、(2) が成り立つような具体的な変数変

換 x = φ(t) (t ∈ R) が提案されている (桂田 [1] を見よ)。
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5.10.3 サンプル・プログラムの入手・実行

前回 (2021/6/29) の授業の指示にしたがってサンプル・プログラムを
入手した人は、既に DE 公式のサンプル・プログラムを持っている。
再録: Mac のターミナルで以下の 4つのコマンドを実行� �
curl -O http://nalab.mind.meiji.ac.jp/~mk/complex2/prog20210629.tar.gz

tar xzf prog20210629.tar.gz

cd prog20210629

make� �

以上をしてあれば (同じディレクトリィで)� �
./example6

./example6kai� �
とすれば良い。
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5.10.4 DE公式の数値例 (1)

∫ 1

−1

√
1− x2 dx に再挑戦

中点公式、台形公式、Simpson 公式でうまく計算できなかった (open
ex3.png で見られる)

I =

∫ 1

−1

√
1− x2 dx = π/2 = 1.5707963267948966192 · · ·

を DE 公式で計算すると

� �
% ./example6

DE 公式による数値積分
test1 (sqrt(1-x^2) の積分)

h=1.000000, N= 3, I_hN= 1.7125198292703636, I_hN-I=1.417235e-01

h=0.500000, N= 6, I_hN= 1.5709101233831166, I_hN-I=1.137966e-04

h=0.250000, N= 12, I_hN= 1.5707963267997540, I_hN-I=4.857448e-12

h=0.125000, N= 24, I_hN= 1.5707963267948970, I_hN-I=4.440892e-16

(後略)� �
N = 24 (49項) のときに、使用している浮動小数点数 (10進 16桁弱) の精度の
近似値が得られた (実は N = 18 で I − Ih,N ≒ 2.22× 10−16)。
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ex3.png で見られる)
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−1

√
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(後略)� �
N = 24 (49項) のときに、使用している浮動小数点数 (10進 16桁弱) の精度の
近似値が得られた (実は N = 18 で I − Ih,N ≒ 2.22× 10−16)。
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5.10.4 DE公式の数値例 (1)

∫ 1

−1

√
1− x2 dx に再挑戦

図 3: f (x) =
√
1− x2 と変数変換後 f (φ1(t))φ

′
1(t) のグラフ

直観的に分かる？
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5.10.5 DE公式の数値例 (2)

∫ 1

−1

dx√
1− x2

驚くべきことに広義積分
∫ 1

−1

dx√
1− x2

(= π) (端点で分母が 0) を計算で
きる。

example6 の test 2 では、N = 6, h = 1/2 のとき、誤差が 1.8× 10−8 という
結果が得られる。N を大きくしてもそれ以上精度が改善されないが、それはい
わゆる桁落ち現象による (x ≒ ±1 のとき 1− x2 の有効桁がたくさん失われる)。
桁落ちが起こらない工夫をした example6kai の計算結果は次のようになる。� �
% ./example6kai

(中略)

test2 (1/sqrt(1-x^2) の (-1,1) での積分)

h=1.000000, N= 4, I_hN= 3.1435079789309328, I_hN-I=1.915325e-03

h=0.500000, N= 8, I_hN= 3.1415926733057051, I_hN-I=1.971591e-08

h=0.250000, N= 16, I_hN= 3.1415926535897940, I_hN-I=8.881784e-16� �
N = 16 (33項) で、誤差が 10−15 を下回っている。満足すべき結果である。
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5.10.5 DE公式の数値例 (2)

∫ 1

−1

dx√
1− x2

図 4: f (x) =
1√

1− x2
の場合の変数変換後の f (φ1(t))φ

′
1(t) のグラフ

ゆっくり考えてみることを勧める
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この後どこに向かうか

前回の最後～今回の始めに紹介した §5 .9「不思議な好結果」は、特殊
なケースに限られて、実際の役には立たないように思えたかもしれない。
しかし、色々な定積分が、二重指数関数型変数変換によって、「不思議な
好結果」をもたらす定積分に変換できることが分かった。

こうなると
なぜ (不思議なくらい) 好結果をもたらすか？

知りたくなる。
この講義に残された時間は少ないが、高橋・森の誤差解析手法の門を

くぐってみよう。
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5.11 関数論を用いた数値積分の誤差解析
5.11.1 数値積分の誤差の特性関数 (1/5)

−∞ ≤ a < b ≤ ∞, D は C の開集合, (a, b) ⊂ D, p : (a, b) → (0,∞),
f : D → C は正則とするとき、次の定積分を考える。

(3) I =

∫ b

a
f (x)p(x) dx .

数値積分公式は色々あるけれど、大抵は次の形をしている。

(4) In =
n∑

k=1

f (xk)wk .

ここで xk ∈ (a, b), wk ∈ R (1 ≤ k ≤ n).

Γ を D 内の曲線で (a, b) を正の向きに一周するとする。Cauchy の積
分公式が成り立つ:

f (x) =
1

2πi

∫
Γ

f (z)

z − x
dz .
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5.11.1 数値積分の誤差の特性関数 (2/5)

定積分 (3) I =

∫ b

a

f (x)p(x) dx の f (x) を Cauchy の積分公式で置き換えて、
積分順序を交換すると

I =

∫ b

a

(
1

2πi

∫
Γ

f (z)

z − x
dz

)
p(x) dx =

1

2πi

∫
Γ

f (z)

(∫ b

a

p(x)

z − x
dx

)
dz .

Ψ(z) :=

∫ b

a

p(x)

z − x
dx

で Ψ を定義すると、
I =

1

2πi

∫
Γ

f (z)Ψ(z) dz .

この Ψ は C \ [a, b] で正則である (積分記号下の微分が正当化できる)。特に
重み関数 p(x) ≡ 1 のときは

Ψ(z) =

∫ b

a

dx

z − x
= Log

z − a

z − b
(z ∈ C \ [a, b]).

ただし Log は対数関数の主値とする。
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5.11.1 数値積分の誤差の特性関数 (3/5)

一方、数値積分公式 (4) In =
n∑

k=1

f (xk)wk の f (xk) を Cauchyの積分公式で置

き換えて、∫ と ∑ の順番を交換すると
In =

n∑
k=1

(
1

2πi

∫
Γ

f (z)

z − xk
dz

)
wk =

1

2πi

∫
Γ

f (z)

(
n∑

k=1

wk

z − xk

)
dz .

Ψn(z) :=
n∑

k=1

wk

z − xk

とおくと
In =

1

2πi

∫
Γ

f (z)Ψn(z) dz .

ゆえに
Φn(z) := Ψ(z)−Ψn(z).

とおくと
I − In =

1

2πi

∫
Γ

Φn(z)f (z) dz .
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5.11.1 数値積分の誤差の特性関数 (4/5)

I =

∫ b

a
f (x)p(x) dx =

1

2πi

∫
Γ
f (z)Ψ(z) dz ,(5)

In =
n∑

k=1

f (xk)wk =
1

2πi

∫
Γ
f (z)Ψn(z) dz ,(6)

I − In =
1

2πi

∫
Γ
f (z)Φn(z) dz .(7)

ただし

Ψ(z) :=

∫ b

a

p(x)

z − x
dx ,(8)

Ψn(z) :=
n∑

k=1

wk

z − xk
,(9)

Φn(z) := Ψ(z)−Ψn(z)(10)

Ψn を数値積分公式の特性関数, Φn を数値積分公式の誤差の特性関
数という。かつらだ

桂 田
まさし
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5.11.1 数値積分の誤差の特性関数 (5/5)

もし |Φn| が小さければ

|I − In| ≤ max
z∈Γ∗

|f (z)| 1

2π

∫
Γ
|Φn(z)| |dz |

と評価して、数値積分の誤差が小さいことが結論できそうである。

誤差の特性関数 Φn は個々の f によらない。したがって、個々の積分
計算の良し悪しでなく、数値積分公式そのものの良し悪しが直接的に調
べられるかもしれない。
実際、高橋・森は、C 内の [a, b] を含む領域で、|Φn| の値を等高線表

示して調べることで、数値積分公式の解析を行い、二重指数関数型変数
変換を発見した。
まず、Simpson公式と Gauss-Legendre公式の誤差の特性関数を見てみ

よう。

それにしても天才的な発想としか思えない…
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計算の良し悪しでなく、数値積分公式そのものの良し悪しが直接的に調
べられるかもしれない。

実際、高橋・森は、C 内の [a, b] を含む領域で、|Φn| の値を等高線表
示して調べることで、数値積分公式の解析を行い、二重指数関数型変数
変換を発見した。
まず、Simpson公式と Gauss-Legendre公式の誤差の特性関数を見てみ

よう。

それにしても天才的な発想としか思えない…

かつらだ
桂 田

まさし
祐 史 応用複素関数 第 12 回 2021 年 7 月 6 日 19 / 24



5.11.1 数値積分の誤差の特性関数 (5/5)

もし |Φn| が小さければ

|I − In| ≤ max
z∈Γ∗

|f (z)| 1

2π

∫
Γ
|Φn(z)| |dz |

と評価して、数値積分の誤差が小さいことが結論できそうである。
誤差の特性関数 Φn は個々の f によらない。したがって、個々の積分

計算の良し悪しでなく、数値積分公式そのものの良し悪しが直接的に調
べられるかもしれない。
実際、高橋・森は、C 内の [a, b] を含む領域で、|Φn| の値を等高線表

示して調べることで、数値積分公式の解析を行い、二重指数関数型変数
変換を発見した。

まず、Simpson公式と Gauss-Legendre公式の誤差の特性関数を見てみ
よう。

それにしても天才的な発想としか思えない…

かつらだ
桂 田

まさし
祐 史 応用複素関数 第 12 回 2021 年 7 月 6 日 19 / 24



5.11.1 数値積分の誤差の特性関数 (5/5)

もし |Φn| が小さければ

|I − In| ≤ max
z∈Γ∗

|f (z)| 1

2π

∫
Γ
|Φn(z)| |dz |

と評価して、数値積分の誤差が小さいことが結論できそうである。
誤差の特性関数 Φn は個々の f によらない。したがって、個々の積分

計算の良し悪しでなく、数値積分公式そのものの良し悪しが直接的に調
べられるかもしれない。
実際、高橋・森は、C 内の [a, b] を含む領域で、|Φn| の値を等高線表

示して調べることで、数値積分公式の解析を行い、二重指数関数型変数
変換を発見した。
まず、Simpson公式と Gauss-Legendre公式の誤差の特性関数を見てみ

よう。

それにしても天才的な発想としか思えない…
かつらだ
桂 田

まさし
祐 史 応用複素関数 第 12 回 2021 年 7 月 6 日 19 / 24



5.11.2 誤差の特性関数の例 (1) 複合 Simpson公式
[a, b] = [−1, 1], p(x) = 1 の場合の 21 点複合シンプソン公式 S20

図 5: 21点複合シンプソン公式の誤
差の特性関数 (絶対値の常用対数)

図 6: 森 [2] から |Φn(z)| for
Simpson’s formula (h = 0.1)
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5.11.2 誤差の特性関数の例 (1)

a = −1, b = 1, m = 10, h =
b − a

2m
, xj = a+ jh (j = 0, 1, . . . , 2m),

w0 = w2m =
h

3
, w2j =

2h

3
(j = 1, 2, . . . ,m − 1), w2j−1 =

4h

3
(j = 1, 2, . . . ,m),

Φ2m+1(z) = Log
z − a

z − b
−

2m∑
k=0

wk

z − xk
.

21点複合 Simpson公式の誤差の特性関数の描画 (Mathematicaプログラム)� �
Clear[a, b, m, n, h, xs, w, Psi, Phi]

a = -1; b = 1; m = 10; n = 2 m + 1; h = (b - a)/(2 m);

xs[j_] := x[j] = a + j*h

Table[xs[j], {j, 0, 2 m}]

w[0] = h/3.0; w[2 m] = h/3.0;

w[k_] := w[k] = If[EvenQ[k], 2 h/3.0, 4 h/3.0]

Table[w[k], {k, 1, 2 m - 1}]

Psi[z_] = Sum[w[k]/(z - xs[k]), {k, 0, 2 m}]

Phi[z_] := Log[(z - a)/(z - b)] - Psi[z]

g1=ContourPlot[Log10[Abs[Phi[x + I y]]], {x,-4,4}, {y,-4,4},

PlotLegends -> Automatic,ContourLabels -> True]

g2=Plot3D[Log10[Abs[Phi[x+I y]]], {x,-4,4}, {y,-4,4}, PlotRange -> All]� �
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5.11.3 誤差の特性関数の例 (2) 8次 Gauss-Legendre公式
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図 7: 8次 Gauss-Legendre 公式の誤差の特性関数 (絶対値の常用対数)

8 次の Gauss-Legendre 公式は、n = 8 次の直交多項式の 8 個の零点を標本点
に使い、2n − 1 = 15 次までの多項式について正確な積分を計算できる。つまり
15位の公式である。

実際 |Φ(z)| = 10−16 の曲線が見え、21 点 Simpson 公式よりも格段に誤差の
特性関数の値が小さいこと (8桁下、つまり 1億分の 1) が分かる。
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5.11.3 誤差の特性関数の例 (2) 8次 Gauss-Legendre公式
Pn(x) を n 次 Legendre 多項式とする。

a = −1, b = 1, w(x) = 1, n = 8,

{xk}nk=1 = Pn(x) の根,

wk =
2

nPn−1(xk)P ′
n(xk)

=
2
(
1− x2

k

)
(nPn−1(xk))

2 ,

Φn(z) = Log
z − a

z − b
−

n∑
k=1

wk

z − xk
.

8次 Legendre-Gauss 公式の誤差の特性関数の描画 (Mathematicaプログラム)� �
Clear[a,b,n,ndigits,x,xs,ws,Psi,Phi]

a=-1; b=1; n=8; ndigits=30;

xs=x/.NSolve[LegendreP[n,x]==0,x,ndigits];

ws=Table[2(1-xs[[k]]^2)/(n LegendreP[n-1,xs[[k]]])^2,{k,1,n}];

Psi[z_]=Sum[ws[[k]]/(z-xs[[k]]),{k,1,n}];

Phi[z_]:=Log[(z-a)/(z-b)]-Psi[z];

g1=ContourPlot[Log10[Abs[Phi[x+I y]]],{x,-4,4},{y,-4,4},

PlotLegends->Automatic,ContourLabels -> True]

g2=Plot3D[Log10[Abs[Phi[x+I y]]], {x,-4,4}, {y,-4,4}, PlotRange -> All]� �かつらだ
桂 田

まさし
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