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本日の内容・連絡事項

講義内容: R 上の解析関数の積分に対する台形公式 Ih の誤差解析
レポートについて

レポート課題 3 締め切り 8月 1日 (提出は 8月 2日 0:30)
注意 レポート課題 1, 2 を提出した人は提出する必要はない。
期末レポート課題 (“レポート課題 ABC”) 締め切り 7月 31日と宣
言したつもりで、そう書いてあるところもありますが、Oh-o! Meiji
で 8月 8日 0:30となっていました (設定し間違えました)。今さら
Oh-o! Meiji の方を 7月 31日に訂正はしませんが、出来れば 7月中に
提出してもらえると嬉しいです。

当初シラバスに載せていた「佐藤超関数」は、12回分オンデマンド
講義には入れられなかったので、とりあえず PDF 資料

「佐藤超関数の紹介」 Link

を紹介しておく。期末レポートの採点が終了次第、動画を作成する
予定である。
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前回の復習: 高橋・森の関数論を用いた数値積分公式の誤差解析

I =

∫ b

a
f (x)p(x) dx =

1

2πi

∫
Γ
f (z)Ψ(z) dz ,(1)

In =
n∑

k=1

f (xk)wk =
1

2πi

∫
Γ
f (z)Ψn(z) dz ,(2)

I − In =
1

2πi

∫
Γ
f (z)Φn(z) dz .(3)

ただし

Ψ(z) :=

∫ b

a

p(x)

z − x
dx ,(4)

Ψn(z) :=
n∑

k=1

wk

z − xk
,(5)

Φn(z) := Ψ(z)−Ψn(z).(6)

Ψn を数値積分公式の特性関数, Φn を数値積分公式の誤差の特性関
数という。かつらだ
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無限区間の台形公式 Ih の誤差の特性関数 (1)

I =

∫ ∞

−∞
f (x) dx

に対する台形公式 (ただし無限和バージョン)

Ih = h
∞∑

n=−∞
f (nh)

の特性関数はどうなるだろうか？(前回は積分区間が有界区間 (a, b) であ
る場合の数値積分公式を調べた。それとは随分様子が違っている。)

xn = nh, wn = h (n ∈ Z) だから、積分公式の特性関数は形式的には

Ψh(z)
?
=

∞∑
n=−∞

wn

z − xn
=

∞∑
n=−∞

h

z − nh
.

これは見覚えがある。これは収束しないが、次のように修正すれば良い。

Ψh(z) := lim
N→∞

N∑
n=−N

h

z − nh
= lim

N→∞

N∑
n=−N

1

(z/h)− n
= π cot

πz

h
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無限区間の台形公式 Ih の誤差の特性関数 (2)

一方、Ψ については、有界区間 (a, b) の場合の Log z−a
z−b の極限

Ψ(z) = lim
R→∞

Log
z − (−R)

z − R
=

{
−iπ (Im z > 0)
+iπ (Im z < 0)

を採用すると良い。実際、このとき次式が成り立つ。

I =

∫ ∞

−∞
f (x) dx =

1

2πi

∫
Γc

f (z)Ψ(z) dz

ただし c は正の数で、Γc := Γ−c − Γ+c , Γ
−
c : z = x − ic (x ∈ R), Γ+c :

z = x + ic (x ∈ R). f は {z ∈ C | |z | < d}, d > c で正則と仮定する。

I − Ih =

∫
Γc

f (z)Φh(z)dz , Φh(z) := Ψ(z)−Ψh(z).

誤差の特性関数 |Φh(z)| (h = 1/2, 1/4) の等高線を描いてみる (次のス
ライド)。実軸から離れるにつれ、急速に減衰することが分かる。
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無限区間の台形公式 Ih の誤差の特性関数 (3)

Ψh(z) := lim
N→∞

N∑
n=−N

h

z − nh
= π cot

πz

h
,

Ψ(z) := lim
R→∞

Log
z − (−R)

z − R
=

{
−iπ (Im z > 0)
+iπ (Im z < 0)

,

Φh(z) := Ψ(z)−Ψh(z).

数値積分を離れて、π cotπz が実軸から離れるとどうなるかを描いた
と考えても興味深い (後で式変形で示すことになります)。� �

Clear[PhiH,Psi,PsiH,NN,n,h]

Psi[z_] = If[Im[z]>0,-Pi I, Pi I]

PsiH[z_, h_] = Pi Cot[Pi z/h]

PhiH[z_, h_] = Psi[z] - PsiH[z, h]

g1=ContourPlot[Log10[Abs[PhiH[x + I y, 1/2]]], {x, -4, 4}, {y, -4, 4},

Contours->9, ContourLabels -> True,

ColorFunction -> (Hue[#] &), PlotLegends -> Automatic]

g2=ContourPlot[Log10[Abs[PhiH[x + I y, 1/4]]], {x, -4, 4}, {y, -4, 4},

Contours->6, ContourLabels -> True, WorkingPrecision->100,

ColorFunction -> (Hue[#] &), PlotLegends -> Automatic]� �かつらだ
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無限区間の台形公式 Ih の誤差の特性関数 (4)
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Figure: 台形公式 Ih の誤差の特性関数の絶対値 (左 h = 1
2 , 右 h = 1

4 )

h = 1/2 の場合に、グラフがあれているのは、桁落ちして不十分な計
算精度になっているためである。h = 1/4 の場合は、演算精度を 100 桁
に上げて計算している。
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無限区間の台形公式 Ih の誤差解析 (1)

関数 f の積分 I =

∫ ∞

−∞
f (x) dx に対して、数値積分公式 (台形公式)

Ih := h
∞∑

n=−∞
f (nh)

の誤差を評価する定理 (Stenger [3]) を紹介する。

f について仮定をおく。
(a) 正の数 d に対して、f は {z ∈ C | | Im z | < d} で正則
(b) Λ(f , c) :=

∫ ∞

−∞
(|f (x + ic)|+ |f (x − ic)|) dx < ∞ (c ∈ (0, d)).

Λ(f , d − 0) := lim
c→d−0

Λ(f , c) は有限確定

(c) c ∈ (0, d) に対して、 lim
x→±∞

∫ c

−c
|f (x + iy)dy | = 0.
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無限区間の台形公式 Ih の誤差解析 (2)

c ∈ (0, d), h > 0, N ∈ N を固定して、4点
± (N + 1/2) h − ci , ± (N + 1/2) h + ci

を頂点とする長方形の周を正の向きに一周する曲線を Cc,N とする。

φ(z) := cot
πz

h
=

cos (πz/h)

sin (πz/h)

の極は kh (k ∈ Z), 位数はすべて 1, 留数は

Res (φ; kh) =
cos (πz/h)

(sin (πz/h))′

∣∣∣∣
z=kh

=
h

π
.

留数定理により∫
Cc,N

f (z) cot
πz

h
dz = 2πi

N∑
k=−N

f (kh)Res(φ; kh) = 2ih
N∑

k=−N

f (kh).

ゆえに
h

N∑
k=−N

f (kh) =
1

2i

∫
Cc,N

f (z) cot
πz

h
dz .
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無限区間の台形公式 Ih の誤差解析 (3)

N → ∞ とすると

Ih = h
∞∑

k=−∞

f (kh)

=
1

2i

∫ ∞

−∞

(
−f (x + ic) cot

π (x + ic)

h
+ f (x − ic) cot

π (x − ic)

h

)
dx .

一方、Cauchy の積分定理より∫ ∞

−∞
f (x + ic) dx = I ,

∫ ∞

−∞
f (x − ic) dx = I

であるから、
I =

1

2

∫ ∞

−∞
(f (x + ic) + f (x − ic)) dx .

ゆえに (やや分かりにくい計算をするが)

Ih − I =

∫ ∞

−∞

[
f (x + ic)

exp 2πi(x+ic)
h

1− exp 2πi(x+ic)
h

− f (x − ic)
exp −2πi(x−ic)

h

1− exp −2πi(x−ic)
h

]
dx .
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無限区間の台形公式 Ih の誤差解析 (4)

∣∣∣∣∣ exp 2πi(x+ic)
h

1− exp 2πi(x+ic)
h

∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣ exp −2πi(x−ic)

h

1− exp −2πi(x−ic)
h

∣∣∣∣∣ ≤ e−2πc/h

1− e−2πc/h

が成り立つ。

ゆえに

|Ih − I | ≤ exp (−2πc/h)

1− exp (−2πc/h)

∫ ∞

−∞
(|f (x + ic)|+ |f (x − ic)|) dx

=
exp (−2πc/h)

1− exp (−2πc/h)
Λ(f , c).

c → d − 0 とすると

(7) |Ih − I | ≤ exp (−2πd/h)

1− exp (−2πd/h)
Λ(f , d − 0).

を得る。
h → +0 のとき、分子が指数関数的に減衰する。
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講義を終えるにあたって

お疲れ様。レポートを提出した後は、良い夏休みが迎えられますように。
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