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問 6 f : R2 → R を次式で定めるとき、以下の (1), (2), (3) に答えよ。

f(x, y) :=


x3y

x2 + y2
((x, y) ̸= (0, 0))

0 ((x, y) = (0, 0)).

(注: f は R2 \ {(0, 0)} では有理関数に等しいので、C∞ 級である。)

(1) fx(0, 0), fy(0, 0) を求めよ。(2) f は R2 で C1 級であることを示せ。(3) fxy(0, 0) と fyx(0, 0) を求め、
f が R2 でC2級であるかどうか答えよ。



問 6解説と解答

(1) h ̸= 0 のとき、f(h, 0) =
h3 · 0
h2 + 02

, f(0, h) =
03 · h
02 + h2

, f(0, 0) = 0 であるから

fx(0, 0) = lim
h→0

f(0 + h, 0)− f(0, 0)

h
= lim

h→0

h3 · 0
h2 + 02

− 0

h
= lim

h→0
0 = 0,

fy(0, 0) = lim
h→0

f(0, 0 + h)− f(0, 0)

h
= lim

h→0

03 · h
02 + h2

− 0

h
= lim

h→0
0 = 0.

(2) f は R2 \ {(0, 0)} では有理関数に等しいので、C∞ 級である。(1) から、f は (0, 0) では偏微分可能
である。ゆえに f がR2 で C1 級であるためには、fx と fy が (0, 0) で連続であることを確かめれば
良い。(x, y) ̸= (0, 0) のとき、商の微分法によって

fx(x, y) =
(x2 + y2) · 3x2y − (2x) · x3y

(x2 + y2)2
=

x2y(x2 + 3y2)

(x2 + y2)2
,

fy(x, y) =
(x2 + y2) · x3 − (2y) · x3y

(x2 + y2)2
=

x3 (x2 − y2)

(x2 + y2)2
.

(x, y) → (0, 0) のとき

|fx(x, y)− fx(0, 0)| =
|y|x2 (x2 + 3y2)

(x2 + y2)2
≤ |y|(x

2 + y2)(3x2 + 3y2)

(x2 + y2)2
= 3|y| → 0,

|fy(x, y)− fy(0, 0)| =
|x3(x2 − y2)|
(x2 + y2)2

≤ |x|(x
2 + y2)(x2 + y2)

(x2 + y2)2
= |x| → 0.

ゆえに fx, fyともに (0, 0) で連続であるから、f は R2 全体で C1 級である。

(3) h ̸= 0 のとき、fx(0, h) =
02 · h(02 + 3h2)

(02 + h2)2
= 0, fy(h, 0) =

h3(h2 − 02)

(h2 + 02)2
= h. また fx(0, 0) = 0,

fy(0, 0) = 0 であるから

fxy(0, 0) = lim
h→0

fx(0, 0 + h)− fx(0, 0)

h
= lim

h→0

0− 0

h
= lim

h→0
0 = 0,

fyx(0, 0) = lim
h→0

fy(0 + h, 0)− fy(0, 0)

h
= lim

h→0

h− 0

h
= lim

h→0
1 = 1.

もしも f が R2 でC2級ならば、R2 全体で fxy = fyx が成り立つはずであるが、((0, 0) では) 成り立っ
ていないので、f は C2 級ではない。


