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問 9

(1) 複素数の範囲で次の各方程式を解け (ただし tan z =
sin z

cos z
とする)。

(a) ez = −e (b) ez = −1−
√
3i (c) cos z = −1 (d) sin z = 3i (e) tan z = i



問 9解説

(1) (a) −e の極形式は −e = e · eiπ. ゆえに

z = log v = log e+ i(π + 2nπ) = 1 + (2n+ 1)πi (n ∈ Z).

(b) c := −1−
√
3i とおく。|c| =

√
(−1)2 +

(
−
√
3
)2

=
√
4 = 2.

c

|c|
=

−1−
√
3i

2
= e−

2π
3
i

であるから、c の極形式は c = 2e−
2π
3
i.

z = log c = log 2 + (−2π/3 + 2nπ) i = log 2 + (2n− 2/3)πi (n ∈ Z).

(c) X := eizとおくと、cos z =
eiz + e−iz

2
= (X + 1/X)/2 であるから

cos z = −1 ⇔ X + 1/X

2
= −1 ⇔ X2 + 1 = −2X ⇔ X2 + 2X + 1 = 0

⇔ (X + 1)2 = 0 ⇔ X = −1 ⇔ eiz = 1 · eiπ

⇔ (∃n ∈ Z) iz = log 1 + (π + 2nπ)i

⇔ (∃n ∈ Z) z = (2n+ 1)π.

(d) X := eizとおくと、sin z =
eiz − e−iz

2i
=

X − 1/X

2i
であるから

sin z = 3i ⇔ X − 1/X

2i
= 3i ⇔ X2 − 1 = −6X ⇔ X2 + 6X − 1 = 0

⇔ X = −3±
√
32 + 1 · 1 = −3±

√
10 = (

√
10− 3)ei·0, (3 +

√
10)eiπ

⇔ (∃n ∈ Z) iz = log
(√

10− 3
)
+ i(0 + 2nπ), log

(√
10 + 3

)
+ i(π + 2nπ)

⇔ (∃n ∈ Z) z = 2nπ − i log
(√

10− 3
)
, (2n+ 1)π − i log(

√
10 + 3).

注:

− log
(√

10− 3
)
= log

1√
10− 3

= log

√
10 + 3

10− 9
= log

(√
10 + 3

)
, − log

(√
10 + 3

)
= log

(√
10− 3

)
であるから、次のようにも書いても良い。

z = 2nπ + i log
(√

10 + 3
)
, (2n+ 1)π + i log

(√
10− 3

)
(n ∈ Z).

(e) X := eizとおくと、tan z =
sin z

cos z
=

eiz − e−iz

2i
· 2

eiz + e−iz
= −i

X − 1/X

X + 1/X
= i

1−X2

1 +X2
であるから

tan z = i ⇔ i
1−X2

1 +X2
= i ⇔ 1−X2

1 +X2
= 1 ⇔ X2 = 0 ⇔ X = 0 ⇔ eiz = 0.

指数関数は 0という値を取らないので、この方程式の解は存在しない。


