
5.3 曲線に関する用語の定義
曲線のいろは Ω は C の開集合, C : z = ϕ(t) (t ∈ [α,β]) は Ω 内の曲線 (i.e.
ϕ : [α,β] → Ω 連続) とする。
(1) ϕ([α,β]) = {ϕ(t) | t ∈ [α,β]} を C の像または跡と呼び、C∗ と表す。
(2) C が C 1 級とは、ϕ が C 1 級 (つまり ϕ が微分可能で、ϕ′ が連続) であることをいう。
(3) C が C 1級正則とは、C が C 1級かつ (∀t ∈ [α,β]) ϕ′(t) $= 0 であることをいう。(C∗ はなめらかで、尖ったりしないし、いきなりバックしたりもしない。)

(4) C が区分的 C 1 級とは、ある {tj}mj=1 が存在して、
α = t0 < t1 < · · · < tm = β,

かつ各 [tj−1, tj ] で ϕ は C 1 級であることをいう。
(5) C が区分的 C 1 級正則とは、ある {tj}mj=1 が存在して、

α = t0 < t1 < · · · < tm = β,

かつ各 [tj−1, tj ] で ϕ は C 1 級かつ ϕ′(t) $= 0 (ただし t = tj−1, tj では片側微分係数である。) であることをいう。
かつらだ桂 田 まさし祐 史 https://m-katsurada.sakura.ne.jp/complex2022/複素関数・同演習 第 20 回 ～線積分 (2), Cauchy の積分定理 (1)～ 7 / 24
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(6) C が閉曲線とは、ϕ(α) = ϕ(β) であることをいう。
(7) C が単純 (Jordan arc) ⇔ 閉曲線でないときは ϕ が単射、閉曲線であるときは [α,β) で単射であることをいう。要するに「自分自身と交わらない」こと。
(8) 区分的 C 1 級単純正則閉曲線が正の向き⇔ 進行方向の左手に C が囲む領域が見える。
実は Jordan曲線定理「平面内の任意の単純閉曲線は、平面を 2つの領域 (一方は有界、もう一方は非有界) にわけ、曲線の像は両者の境界である。」証明が大変なので、この定理はこの講義では使わない。
例 20.4 (円周)

C : z = c + re iθ (θ ∈ [0, 2π]) は、C 1 級正則単純閉曲線である。C の像は中心
c , 半径が r の円周で、C は正の向きである。単に |z − c | = r と書いたら、この曲線のこととみなす (慣習)。
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例 20.5 (正方形の周)

図の正方形の周。
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1 + ii

図 1: 正方形の周を正の向きに一周する

C : z = ϕ(t) :=






t (t ∈ [0, 1])
1 + i(t − 1) (t ∈ [1, 2])
1 + i − (t − 2) (t ∈ [2, 3])
i − i(t − 3) (t ∈ [3, 4])

このとき、C∗ =正方形の周. 区分的に C 1 級正則、単純閉曲線、正の向き。しかし!! 計算をするときに上の式は使わない (もっと楽な方法がある)。かつらだ桂 田 まさし祐 史 https://m-katsurada.sakura.ne.jp/complex2022/複素関数・同演習 第 20 回 ～線積分 (2), Cauchy の積分定理 (1)～ 9 / 24
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定義 20.6 (逆向きの曲線 −C , 曲線の和 C1 + C2)

(1) 逆向きの曲線 −C : z = ϕ(−t) (t ∈ [−β,−α])

(2) C1 の終点=C2 の始点のとき。C1 + C2 を次のように定義する。
ϕ(t) :=

{
ϕ1(t) t ∈ [α1,β1]
ϕ2(t − β1 + α2) t ∈ [β1,β1 + β2 − α2]

教科書は C2C1 と表している。これはもっともなところがあるのだけれど…この講義では C1 + C2 と表す (その方がふつう)。後で終点=始点でない場合にも使う。

図 2: C1 の終点 = C2 の始点ならば C1 + C2 が作れるかつらだ桂 田 まさし祐 史 https://m-katsurada.sakura.ne.jp/complex2022/複素関数・同演習 第 20 回 ～線積分 (2), Cauchy の積分定理 (1)～ 10 / 24
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