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記号一覧
ここに載せたもの以外で新しく定義する記号は本文中で詳しく説明する.

A := B : AをBで定義する.

∃! : ∃!a,～ ⇔ aが一意に存在して～.

N : 自然数全体の集合N := {1, 2, . . . }.

A \B : 集合A,Bの差集合A \B := {x | x ∈ A ∧ x /∈ B}.

|A| : 集合Aの濃度 |A|.

An : 集合Aの n個の直積An := {(a1, a2, . . . , an) | a1, a2, . . . , an ∈ A}.

f(A) : 写像 f : X → Y によるA ⊂ Xの像 f(A) := {f(x) ∈ Y | x ∈ A}.

f |A : 写像 f : X → Y のA ⊂ Xへの制限 f |A : A→ Y ; x 7→ f(x).

gf : 写像 f : X → Y, g : Y → Zの合成 gf : X → Z; x 7→ g(f(x)). 本稿では積と呼ぶ.

fn, f 0, f−n : 写像 f : X → Xの冪 fn := ff · · · f︸ ︷︷ ︸
n

, f 0(x) := x (x ∈ X), f−n := f−1f−1 · · · f−1︸ ︷︷ ︸
n

.

Map(A,B) : 配置集合Map(A,B) := {f | f : A→ B}.

−g, g−1 : 群の加法逆元−g, 乗法逆元 g−1.

In : In := {1, 2, . . . , n}.

Sn : n次対称群 Sn := {σ : In → In | σは全単射 }.

ε : 恒等置換 ε ∈ Sn.

on : 長さ nの巡回置換 on := (1 2 · · · n) ∈ Sn.

sgn : 符号関数 sgn : Sn → {−1, 1};

σ 7→ sgn(σ) :=

{
1 (σは偶置換)

−1 (σは奇置換)
.

supp(σ) : 置換 σ ∈ Snの台 supp(σ) := {i ∈ In | σ(i) 6= i}.

Zn : nを法とする加法による剰余群 Zn := {0, 1, . . . , n− 1}. 演算記号は+を用いるが, Znの
元に対する演算は全て nを法とする加法とみなす.

0n : 0n := (0, 0, . . . , 0)︸ ︷︷ ︸
n

.

gS : 群Gの元 gとその部分集合 Sに対して, gS := {gs | s ∈ S}.

G ∼= H : 群G,Hは同型である.

Aut(G) : 群Gの自己同型群Aut(G) := {f : G→ G | f は同型 }.

[g, h] : 群Gの元 g, hの交換子 [g, h] := h−1g−1hg.

Gop : 群G = (G, ∗)に対して, g1 ∗′ g2 := g2 ∗ g1 (g1, g2 ∈ G)を演算とする群Gの逆群Gop :=

(G, ∗′).
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1 はじめに
私は高校生の頃からルービックキューブの早解きを趣味としており, ルービックキューブの
数学的性質にも興味を持っていたので, この機会に詳しく学習してみることにした. 本レポー
トは、群論を用いてルービックキューブの数学的性質の基本事項を明らかにすることを主題に
置いている. より具体的には, ルービックキューブの模様のパターンの総数を求めることを最
終目標とし, そこに至るまでの内容の大筋を Joyner[1]を参考にしてまとめた.

本稿では厳密さと直感のギャップを埋めるために私が導入した, [1]に登場しない定義がいく
つか登場する (定義 3.2など). また, 前提となる群論に関する知識は付録にまとめた.

2 ルービックキューブについて
2.1 操作の定義
ルービックキューブとは, 各面が異なる色で塗られかつ各面が 3× 3分割された立方体のパ
ズルである. ルービックキューブにおいて, 各面を構成する計 26個の立方体を小方体と呼び,

各小方体の見えている面のことを小面と呼ぶ. また, ルービックキューブを手に持ち, 上下の
面と左右の面の区別がつくようにある面を正面から見たとき, 右面をR面, 左面を L面, 上面
をU面, 下面をD面, 前面をF面, 後面をB面と呼ぶ∗1(図 2.1). これらの 6つの表記をシング
マスター記法という.

図 2.1 各面に対応する記号

ここで, ルービックキューブの規則に従った操作 (あるいは単に操作)とは, 以下のように定
義される動作のことである：

(1) 図 2.2のx, y, z軸いずれかのまわりに動く
1層, あるいは同じ軸に対して動く 2, 3層
を一緒に 90m度 (mは整数の定数)回転す
る動作は, 1回の操作である.

(2) n回の操作の後に 1回の操作をする動作
は, n+ 1回の操作である (n ∈ N).

(3) 以上の手続きでできる n回の操作のこと
を操作と呼ぶ. 図 2.2 各面に対応する軸

ただし, 各軸の負方向に右ねじが進む方向を回転の正方向とする. さらに, 操作によってシン
グマスター記法を振り分ける位置や図 2.2の軸は移動せず, 空間に固定されているものとする.

特に, 同じ軸に対して動く 3層の回転のみからなる操作のことをルービックキューブの持ち替
えという.

∗1それぞれ Right, Left, Up, Down, Front, Backの頭文字から取っている.
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このとき, いくつかの操作に以下のように名前をつける：

• 各層の回転：

R R面を正面から見て時計まわりに 90度回転する.

L L面を正面から見て時計まわりに 90度回転する.

U U面を正面から見て時計まわりに 90度回転する.

D D面を正面から見て時計まわりに 90度回転する.

F F面を正面から見て時計まわりに 90度回転する.

B B面を正面から見て時計まわりに 90度回転する.

M x軸まわりに動く中央の層を x軸まわりに−90度回転する.

E y軸まわりに動く中央の層を y軸まわりに−90度回転する.

S z軸まわりに動く中央の層を z軸まわりに 90度回転する.

• 持ち替え：

x ルービックキューブ全体を x軸まわりに 90度回転する.

y ルービックキューブ全体を y軸まわりに 90度回転する.

z ルービックキューブ全体を z軸まわりに 90度回転する.

M,E, Sは特にスライスムーブとも呼ばれ, それぞれMiddle, Equator, Standingの頭文字から
取ったものである∗2.

2.2 基本操作
2つのルービックキューブが同じ配置であるとは, 全ての小方体について図 2.2の軸で定ま
る座標および面の向きが等しいときのことをいう. また, 2つの操作が同じ操作であるとは, 配
置が同じ 2つのルービックキューブにそれぞれ操作をしたときに 2つがまた同じ配置になると
きのことをいう. このとき, 各層の回転操作はそれぞれR,L, U,D, F,B,M,E, S の何回かの繰
り返しの操作と同じ操作となり, さらに

M は R 1回 → L 3回 → x 3回と同じ操作,

E は U 1回 → D 3回 → y 3回と同じ操作,

S は F 3回 → B 1回 → z 1回と同じ操作

である. したがって, 2つのルービックキューブが同じ模様であることを, 2つのルービック
キューブが同じ配置または持ち替えによって同じ配置になるときのこととして定義すると, 上
記の事実よりルービックキューブの模様を変化させうる操作は

R,L, U,D, F,B

からなる操作のみである. これら 6つの操作を基本操作と呼ぶ. 本稿では, ルービックキュー
ブの“配置”ではなく“模様”について考察することにし, 今後は基本操作からなる操作を全
ての操作とみなして議論する.

∗2M,E については, 90度回転ではなくなぜか −90度回転とする定義が一般的となっている (例えば [2]).
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3 操作と置換の同一視
3.1 キューブへの番号づけ
ルービックキューブの操作を数学的に解釈するために, ルービックキューブのいくつかの箇
所に番号をつけよう (ここでは [1]を参考にする). まずは各小面に番号をつける. ただし, 各面
の中央の小方体 (1面体という)は基本操作によって移動しないので, その小面には各面のシン
グマスター記法に対応するアルファベットを明示的につけておく (図 3.1).

図 3.1 各小面に対応する番号

ここでこれらの番号をシングマスター記法などと同様に空間に固定されているものとする
と, 操作を 48次の置換と同一視することができ∗3, 2.2節で定義した操作の相等は写像の相等
とみなされる. 特に, 各基本操作は以下のような巡回置換の積となる：

R = (3 38 43 19)(5 36 45 21)(8 33 48 24)(25 27 32 30)(26 29 31 28),

L = (1 17 41 40)(4 20 44 37)(6 22 46 35)(9 11 16 14)(10 13 15 12),

U = (1 3 8 6)(2 5 7 4)(9 33 25 17)(10 34 26 18)(11 35 27 19),

D = (14 22 30 38)(15 23 31 39)(16 24 32 40)(41 43 48 46)(42 45 47 44),

F = (6 25 43 16)(7 28 42 13)(8 30 41 11)(17 19 24 22)(18 21 23 20),

B = (1 14 48 27)(2 12 47 29)(3 9 46 32)(33 35 40 38)(34 37 39 36).

基本操作全体の集合には, Gb := {R,L, U,D, F,B}と名前をつけておく.

ここで, ルービックキューブの頂点とは, 小面を 3つ持つ空間に固定された小方体のことを
指す. 一方で, 小面を 3つ持つ色のついた小方体 (すなわち, 操作によって動く小方体)のこと
を 3面体という∗4. 同様に, ルービックキューブの辺とは, 小面を 2つ持つ空間に固定された小
方体のことを指す. 一方で, 小面を 2つ持つ色のついた小方体のことを 2面体という.

さて, 図 3.1と同様に頂点にも番号をつけ, さらに各頂点の 1つの小面に +印をつける (図
3.2). このとき, i番目の頂点を頂点 i, 頂点 iに位置する 3面体を 3面体 iと呼ぶ. さらに, 頂点
iと対応する図 3.1におけるの 3つの番号を元とする集合をCi, 各頂点の+印のついた小面に
ついている番号全体の集合をC+とし, CallをCi (i ∈ I8)の和集合とする：

∗3n回の操作は, 写像の n回の合成とみなすこととなる.
∗4例えば, ある頂点に位置する 3面体が別の頂点の位置に移動する, といったように表現する.
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図 3.2 頂点の番号と印

C1 := {1, 9, 35}, C2 := {3, 27, 33}, C3 := {8, 19, 25}, C4 := {6, 11, 17},
C5 := {14, 40, 46}, C6 := {32, 38, 48}, C7 := {24, 30, 43}, C8 := {16, 22, 41},
C+ := {1, 3, 6, 8, 41, 43, 46, 48}, Call := C1 ∪ C2 ∪ · · · ∪ C8.

同様に, 辺にも番号をつけ, 各辺の 1つの小面に+印をつける (図 3.3). このとき, i番目の
辺を辺 i, 辺 iに位置する 2面体を 2面体 iと呼ぶ. さらに, 辺 iと対応する図 3.1におけるの 2

つの番号を元とする集合をEi, 各辺の+印のついた小面についている番号全体の集合をE+と
し, EallをEi (i ∈ I12)の和集合とする：

図 3.3 辺の番号と印

E1 := {2, 34}, E2 := {5, 26}, E3 := {7, 18}, E4 := {4, 10},
E5 := {29, 36}, E6 := {21, 28}, E7 := {13, 20}, E8 := {12, 37},
E9 := {39, 47}, E10 := {31, 45}, E11 := {23, 42}, E12 := {15, 44},
E+ := {5, 7, 10, 13, 21, 23, 29, 31, 34, 37, 44, 47}, Eall := E1 ∪ E2 ∪ · · · ∪ E12.

3.2 小方体の移動
まず, 頂点および辺の向きを定めるために, 各小面の番号に名前をつける.

定義 3.1 k ∈ I3, i ∈ I8に対し c(k, i) ∈ Callを, c(1, i) ∈ Ci ∩ C+, c(2, i), c(3, i) ∈ Ci \ C+で
あって, kの順番が頂点 iの小面に対する時計回りの順番に対応するものとして定める. また,

k′ ∈ I2, i
′ ∈ I12に対し e(k′, i′) ∈ Eallを, e(1, i′) ∈ Ei′ ∩E+, e(2, i

′) ∈ Ei′ \E+を満たすものと
して定める (図 3.4). �
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図 3.4 頂点 i, 辺 i′における小面の番号

ここで, 3面体の移動を定義しよう.

定義 3.2 g ∈ S48, i, j ∈ I8とする. g : Ci ; Cj であることを, ある n ∈ Z3が存在して, 任意
の k ∈ I3について g(c(k, i)) = c(o3

n(k), j)となるときのこととして定義する. このとき, nの
ことを回転量と呼び, 「gにより 3面体 iは回転量 nで頂点 jに移動した」などという. �

言い換えると, g : Ci ; Cj とは, 置換 gによって 3面体 iが小面を貼り替えないまま頂点 j

に移動するときのことを表したもので, 単なる集合の相等 g(Ci) = Cjよりも元の対応を縛るも
のである∗5. ゆえに, 以下の系が従う.

系 3.1 ∀g ∈ S48, ∀i, j ∈ I8, (g : Ci ; Cj ⇒ g(Ci) = Cj). �

証明 任意に g ∈ S48および i, j ∈ I8をとる. g : Ci ; Cjとすると, 定義 3.2より, ある n ∈ Z3

が存在して g(Ci) = {c(o3n(k), j) | k ∈ I3} = {c(l, j) | l ∈ I3} = Cj. ■

また, 回転量の一意性も示しておく.

命題 3.1 ∀i ∈ I8, ∀n1, n2 ∈ Z3, ((∀k ∈ I3, c(o3
n1(k), i) = c(o3

n2(k), i)) ⇒ n1 = n2). �

証明 任意に i ∈ I8 および n1, n2 ∈ Z3 をとる. c(o3
n1(k), i) = c(o3

n2(k), i) (k ∈ I3)のとき,

o3
n1 = o3

n2となるが, o3
0, o3

1, o3
2は全て相異なる写像なので, n1 = n2である. ■

さらに, 以下の命題も重要である.

命題 3.2 任意の i, j, k ∈ I8, g, h ∈ S48について, 以下の (1)～(3)が成り立つ：
(1) ε : Ci ; Ci.

(2) g : Ci ; Cj ⇒ g−1 : Cj ; Ci.

(3) (g : Ci ; Cj, h : Cj ; Ck) ⇒ hg : Ci ; Ck. �

証明
任意に i, j, k ∈ I8および g, h ∈ S48をとる.

(1) ε(c(l, i)) = c(l, i) = c(o3
0(l), i) (l ∈ I3)より, ε : Ci ; Ci.

(2) g : Ci ; Cjとすると, ある n ∈ Z3が存在して g(c(l, i)) = c(o3
n(l), j) (l ∈ I3)となる. ゆえ

に g−1(c(l, j)) = c(o3
−n(l), i) (l ∈ I3)であり, −n ∈ Z3から g−1 : Cj ; Ciが従う.

(3) まず, g : Ci ; Cj とすると, ある n1 ∈ Z3が存在して g(c(l, i)) = c(o3
n1(l), j) (l ∈ I3)と

なる. 一方で, h : Cj ; Ck でもあるから, h(c(o3
n1(l), j)) = c(o3

n2(o3
n1(l)), k) (l ∈ I3)なる

n2 ∈ Z3がとれる. このとき, hg(c(l, i)) = c(o3
n1+n2(l), k) (l ∈ I3)であり, n1 + n2 ∈ Z3より

hg : Ci ; Ckが従う. ■
∗5g(Ci) = Cj では 3つの小面に対応する元の順番までは指定できないため, 小面を貼り替えない移動を表すこ
とはできない.
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さらに, 定義 3.2と同様にして, 2面体の移動を定義しよう.

定義 3.3 g ∈ S48, i, j ∈ I12とする. g : Ei ; Ejであることを, あるm ∈ Z2が存在して, 任意
の k ∈ I2について g(e(k, i)) = e(o2

m(k), j)となるときのこととして定義する. このとき, mの
ことを反転量と呼び, 「gにより 2面体 iは反転量mで辺 jに移動した」などという. �

また, 系 3.1, 命題 3.1, 命題 3.2に対応して以下が成り立つ. 証明も同様なので省略する.

系 3.2 ∀g ∈ S48, ∀i, j ∈ I12, (g : Ei ; Ej ⇒ g(Ei) = Ej)
∗6. �

命題 3.3 ∀i ∈ I12, ∀m1,m2 ∈ Z2, ((∀k ∈ I2, e(o2
m1(k), i) = e(o2

m2(k), i)) ⇒ m1 = m2). �

命題 3.4 任意の i, j, k ∈ I12, g, h ∈ S48について, 以下の (1)～(3)が成り立つ：

(1) ε : Ei ; Ei.

(2) g : Ei ; Ej ⇒ g−1 : Ej ; Ei.

(3) (g : Ei ; Ej, h : Ej ; Ek) ⇒ hg : Ei ; Ek. �

4 ルービックキューブ群
4.1 ルービックキューブ群と規則を無視したルービックキューブ群
ルービックキューブに群論を導入するための第一歩となるのが, 以下の定理である.

定理 4.1 操作全体の集合

G := {x1x2 · · · xn | n ∈ N, xi ∈ Gb}

と,

H := {σ ∈ S48 | (∀i ∈ I8, ∃j ∈ I8, σ : Ci ; Cj), (∀i ∈ I12, ∃j ∈ I12, σ : Ei ; Ej)}

はともに S48の部分群となる. �

証明には, 以下の補題を用いる.

補題 4.1 任意の σ ∈ S48について, 以下の (1), (2)が成り立つ：

(1) (∀i ∈ I8, ∃j ∈ I8, σ : Ci ; Cj) ⇒ (∃!π ∈ S8, ∀i ∈ I8, σ : Ci ; Cπ(i)).

(2) (∀i ∈ I12, ∃j ∈ I12, σ : Ei ; Ej) ⇒ (∃!π′ ∈ S12, ∀i ∈ I12, σ : Ei ; Eπ′(i)). �

証明
任意に σ ∈ S48をとる.

(1) 任意に i ∈ I8をとると, 仮定よりある j ∈ I8が存在して σ : Ci ; Cj である. まず, 系
3.1より σ(Ci) = Cj であるから, iに対して jは一意に存在しなければならず, π(i) = jなる
π : I8 → I8がただ 1つ存在する. さらに, σは全単射なので πも全単射である.

(2) (1)と同様にして証明できる. ■

定理 4.1の証明に入ろう.

∗6ただし, 系 3.1と違い逆も成り立つ. すなわち, 2面体の場合は g : Ei ; Ej を g(Ei) = Ej で代用可能だが,
反転量の考え方がいずれ必要になるのであえて導入している.
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証明 [定理 4.1]

(Gについて) 定義より, Gは積について閉じている. また, 任意の x ∈ Gbについて x4 = ε

なので, x−1 = x3. したがって, 任意の Gの元 g = x1x2 · · · xn (xi ∈ Gb)に対して, g−1 =

xn
−1xn−1

−1 · · · x1−1 ∈ Gとできる. これより単位元と逆元の存在がいえた.

(Hについて) まず, 任意に h, h′ ∈ Hをとると, 任意の i ∈ I8に対してある j ∈ I8が存在して
h′ : Ci ; Cjである. さらに, jに対してもある k ∈ I8が存在して, h : Cj ; Ckとなる. このと
き, 命題 3.2 (3)より hh′ : Ci ; Ckである. 同様にして, 任意の i′ ∈ I12に対してある k′ ∈ I12
が存在して, hh′ : Ei′ ; Ek′も成立する. したがってHは積について閉じている.

また, 命題 3.2 (1), 3.4 (1)より任意の i ∈ I8および i′ ∈ I12について ε : Ci ; Ci, ε : Ei ; Ei
が成り立つから, ε ∈ Hである.

最後に, 逆元の存在を示す. 任意に h ∈ H をとると, 補題 4.1よりある π ∈ S8が一意に存
在して, h : Ci ; Cπ(i) (i ∈ I8)である. 一方で, 命題 3.2 (2)より h−1 ∈ S48が h−1 : Cπ(i) ;

Ci (i ∈ I8)をみたす. ゆえに, h−1 : Ci ; Cπ−1(i) (i ∈ I8)となる. 同様にして, ある π′ ∈ S12が
一意に存在して, h−1 : Ei′ ; Eπ′−1(i′) (i

′ ∈ I12)も成立する. したがって h−1 ∈ Hである. ■

ここで, 生成元の表記を用いれば G = 〈R,L, U,D, F,B〉であり, Gをルービックキューブ
群と呼ぶ. またHは, 小面の貼り替えを行わなず, 3面体は 3面体どうし, 2面体は 2面体どうし
でしか置換しないという制約をS48に課したものである. 言い換えると, Hはルービックキュー
ブの (1面体を固定した)分解と組み立ての動作全体からなる集合とみなすことができる. その
ような意味で, Hを規則を無視したルービックキューブ群という. このとき, 以下の系が従う.

系 4.1 G ⊂ H ⊂ S48. �

証明 全ての基本操作はHの元である：

• R : C2 ; C6, R : C3 ; C2, R : C6 ; C7, R : C7 ; C3, R : Ci ; Ci (その他の i),

R : E2 ; E5, R : E5 ; E10, R : E6 ; E2, R : E10 ; E6, R : Ei ; Ei (その他の i).

• L : C1 ; C4, L : C4 ; C8, L : C5 ; C1, L : C8 ; C5, L : Ci ; Ci (その他の i),

L : E4 ; E7, L : E7 ; E12, L : E8 ; E4, L : E12 ; E8, L : Ei ; Ei (その他の i).

• U : C1 ; C2, U : C2 ; C3, U : C3 ; C4, U : C4 ; C1, U : Ci ; Ci (その他の i),

U : E1 ; E2, U : E2 ; E3, U : E3 ; E4, U : E4 ; E1, U : Ei ; Ei (その他の i).

• D : C5 ; C8, D : C6 ; C5, D : C7 ; C6, D : C8 ; C7, D : Ci ; Ci (その他の i),

D : E9 ; E12, D : E10 ; E9, D : E11 ; E10, D : E12 ; E11, D : Ei ; Ei (その他の i).

• F : C3 ; C7, F : C4 ; C3, F : C7 ; C8, F : C8 ; C4, F : Ci ; Ci (その他の i),

F : E3 ; E6, F : E6 ; E11, F : E7 ; E3, F : E11 ; E7, F : Ei ; Ei (その他の i).

• B : C1 ; C5, B : C2 ; C1, B : C5 ; C6, B : C6 ; C2, B : Ci ; Ci (その他の i),

B : E1 ; E8, B : E5 ; E1, B : E8 ; E9, B : E9 ; E5, B : Ei ; Ei (その他の i).

したがって, Gの任意の元もまたHの元である. ■

しかしながら, G 6= Hであることが 4.3節で示される. すなわち, Hの元の中に基本操作の
積で表せないものが存在する∗7. また, S48そのものは分解と組み立てよりもさらに自由な, (1

面体以外の)各小方体の小面の貼り替えの動作全体からなる集合とみなすことができる.

∗7例えば, ある 1つの 3面体を時計まわりに 120度 (無理やり)ひねると, そのルービックキューブはもはや規
則に従った操作では一生揃わないものとなってしまう. すなわち, ある 1つの 3面体のみを時計まわりに 120度
回転し他のどの小方体も動かさない操作は存在しない.
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4.2 Hの群構造
この節ではHの群としての構造を分析する. まずは, 以下の定理を示そう.

定理 4.2 集合Hと集合 S8 × Z3
8 × S12 × Z2

12は 1対 1に対応する. �

この定理は, Joyner[1](p.228)定理 9.6.4(キューブ理論の第 1基本定理)に相当するものであ
るが, 全ての 3面体および 2面体が配置される頂点および辺と, そのときの各小方体の面の向
きを 1つ定めることと, (1面体を固定した)分解と組み立ての動作を 1つ定めることは同じこ
とである, というのがこの定理の“心”である. 証明に入る前の下準備として, 以下の写像を定
義する.

定義 4.1 任意にh ∈ Hをとると,補題4.1よりπ ∈ S8が一意に存在して, h : Ci ; Cπ(i) (i ∈ I8)

である. このとき, 写像 φを
φ : H → S8; h 7→ π

で定める. さらに, 命題 3.1より hと各 3面体 iに対して回転量 nがただ 1つ定まる. このとき,

ti(h) := n ∈ Z3とおいて, 写像 tを

t : H → Z3
8; h 7→ (t1(h), t2(h), . . . , t8(h))

で定める. �

定義 4.2 任意に h ∈ Hをとると, 補題 4.1より π′ ∈ S12が一意に存在して, h : Ei ; Eπ′(i) (i ∈
I12)である. このとき, 写像 ψを

ψ : H → S12; h 7→ π′

で定める. さらに, 命題 3.3より hと各 2面体 iに対して反転量mがただ 1つ定まる. このと
き, fi(h) := m ∈ Z2とおいて, 写像 f を

f : H → Z2
12; h 7→ (f1(h), f2(h), . . . , f12(h))

で定める. �

定義 4.3 写像 ηを

η : H → S8 × Z3
8 × S12 × Z2

12; h 7→ (φ(h), t(h), ψ(h),f(h))

で定める. �

例 4.1 例えば, 各基本操作の像は以下のようになる：

• φ(R) = (2 6 7 3), t(R) = (0, 2, 1, 0, 0, 1, 2, 0),

ψ(R) = (2 5 10 6), f(R) = (0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0).

• φ(L) = (1 4 8 5), t(L) = (1, 0, 0, 2, 2, 0, 0, 1),

ψ(L) = (4 7 12 8), f(L) = (0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 0, 0).

• φ(U) = (1 2 3 4), t(U) = (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0),

ψ(U) = (1 2 3 4), f(U) = (1, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0).

• φ(D) = (5 8 7 6), t(D) = (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0),

ψ(D) = (9 12 11 10), f(D) = (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 1).
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• φ(F ) = (3 7 8 4), t(F ) = (0, 0, 2, 1, 0, 0, 1, 2),

ψ(F ) = (3 6 11 7), f(F ) = (0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0).

• φ(B) = (1 5 6 2), t(B) = (2, 1, 0, 0, 1, 2, 0, 0),

ψ(B) = (1 8 9 5), f(B) = (0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0). �

下準備は以上である. 定理 4.2の証明に入ろう.

証明 [定理 4.2] 任意に (σ,n, τ,m) ∈ S8 × Z3
8 × S12 × Z2

12をとる. η(h) = (σ,n, τ,m)なる
h ∈ Hがただ 1つ存在することを示そう.

n = (n1, n2, . . . , n8), m = (m1,m2, . . . ,m12)とおく. いま,

Call = Cσ(1) ∪ Cσ(2) ∪ · · · ∪ Cσ(8), Eall = Eτ(1) ∪ Eτ(2) ∪ · · · ∪ Eτ(12)

であって, さらに任意に i ∈ I8および i′ ∈ I12をとると,

Cσ(i) = {c(o3ni(k), σ(i)) | k ∈ I3}, Eτ(i′) = {e(o2mi′ (k), τ(i′)) | k ∈ I2}

となるから,

h(c(k, i)) = c(o3
ni(k), σ(i)) (k ∈ I3), h(e(k, i

′)) = e(o2
mi′ (k), τ(i′)) (k ∈ I2)

をみたすh ∈ S48がただ1つとれる. このとき, h : Ci ; Cσ(i)かつh : Ei′ ; Eτ(i′)よりh ∈ Hで
ある. 一方, 定義より σ = φ(h), ni = ti(h), τ = ψ(h), mi′ = fi′(h)なので, (σ,n, τ,m) = η(h)

となる. ■

さて, 群の構造の対応まで知るためには, さらに積 hh′ ∈ Hの ηによる像を調べる必要があ
る. まず, 以下の写像を定義しよう.

定義 4.4 写像 ι : Sn → Map(Zmn,Zmn); σ 7→ ισを, k = (k1, k2, . . . , kn) ∈ Zmnに対して

ισ(k) := (kσ(1), kσ(2), . . . , kσ(n))

で定める. ここで, ιは厳密には n,mに依存するが, 簡単のために全ての n,mに対して ιと表
記することとする. �

以降, Zmnは直積群であるとする. このとき, η(hh′)について以下のことが分かる.

命題 4.1 任意の h, h′ ∈ Hに対して, 以下の (1)～(4)が成り立つ：

(1) φ(hh′) = φ(h)φ(h′).

(2) t(hh′) = ιφ(h′)(t(h)) + t(h′).

(3) ψ(hh′) = ψ(h)ψ(h′).

(4) f(hh′) = ιψ(h′)(f(h)) + f(h′). �

証明
任意に h, h′ ∈ Hをとる.

(1) σ := φ(h), σ′ := φ(h′)とおく. まず, 任意の i ∈ I8について h′ : Ci ; Cσ′(i), h : Cσ′(i) ;

Cσσ′(i). よって命題3.2 (3)より, hh′ : Ci ; Cσσ′(i). 一方で,定義よりφ(hh′) = σσ′ = φ(h)φ(h′).
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(2) 任意に i ∈ I8をとり, j := φ(h′)(i), k := φ(h)(j)とおく. ti(hh
′) = tj(h) + ti(h

′)を示せば
よい. 任意の l ∈ I3について,

hh′(c(l, i)) = h(c(o3
ti(h

′)(l), j))

= c(o3
tj(h)(o3

ti(h
′)(l)), k)

= c(o3
tj(h)+ti(h

′)(l), φ(hh′)(i)) (∵ (1)).

一方で, 定義より ti(hh
′) = tj(h) + ti(h

′)となる (図 4.1).

図 4.1 3面体の回転量の推移

(3), (4) 同様にして証明できる. ■

命題 4.1より, 残念ながら ηは群Hから直積群 S8 × Z3
8 × S12 × Z2

12への同型ではない. と
ころで, ιは以下の性質を持つ.

命題 4.2 以下の (1)～(3)が成り立つ：
(1) ∀k ∈ Zmn, ιε(k) = k.

(2) ∀σ ∈ Sn, ∀k,k′ ∈ Zmn, ισ(k + k′) = ισ(k) + ισ(k
′).

(3) ∀σ, σ′ ∈ Sn, ισσ′ = ισ′ισ. �

証明
(1) 任意の k = (k1, k2, . . . , kn) ∈ Zmnについて ιε(k) = (kε(1), kε(2), . . . , kε(n)) = k.

(2) 任意に σ ∈ Snおよび k = (k1, k2, . . . , kn), k
′ = (k′1, k

′
2, . . . , k

′
n) ∈ Zmnをとると,

ισ(k + k′) = (kσ(1) + k′σ(1), kσ(2) + k′σ(2), . . . , kσ(n) + k′σ(n))

= ισ(k) + ισ(k
′).

(3) 任意に σ, σ′ ∈ Snをとると, 任意の k = (k1, k2, . . . , kn) ∈ Zmnについて

ισσ′(k) = (kσ(σ′(1)), kσ(σ′(2)), . . . , kσ(σ′(n)))

= ισ′(kσ(1), kσ(2), . . . , kσ(n))

= ισ′ισ(k).

よって, ισσ′ = ισ′ισである. ■

命題 4.2から, ιは準同型 ι : Sn → (Aut(Zmn))opであることが分かる. そしてこのことから,

ηの像と対応する演算もまた集合 S8 × Z3
8 × S12 × Z2

12上に群構造を与えることが導かれる.

定理 4.3 集合 Sn × Zmn上の積を

(σ,k)(σ′,k′) := (σσ′, ισ′(k) + k′) ((σ,k), (σ′,k′) ∈ Sn × Zmn)

で定めると, この演算により集合 Sn × Zmnは群となる. �
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証明 任意に (σ,k) ∈ Sn × Zmnをとると,

(ε,0n)(σ,k) = (εσ, ισ(0n) + k) = (σ,0n + k) = (σ,k),

(σ,k)(ε,0n) = (σε, ιε(kn) + 0n) = (σ,k + 0n) = (σ,k)

より, (ε,0n) ∈ Sn × Zmnは単位元であり,

(σ−1, ισ−1(−k))(σ,k) = (σ−1σ, ισ(ισ−1(−k)) + k) = (ε, (−k) + k) = (ε,0n),

(σ,k)(σ−1, ισ−1(−k)) = (σσ−1, ισ−1(k) + ισ−1(−k)) = (ε, ισ−1(k + (−k))) = (ε,0n)

より, (σ−1, ισ−1(−k)) ∈ Sn × Zmnは (σ,k)の逆元である.

また, 任意に (σ1,k1), (σ2,k2), (σ3,k3) ∈ Sn × Zmnをとると,

((σ1,k1)(σ2,k2))(σ3,k3) = (σ1σ2, ισ2(k1) + k2)(σ3,k3)

= ((σ1σ2)σ3, ισ3(ισ2(k1) + k2) + k3)

= (σ1(σ2σ3), ισ2σ3(k1) + (ισ3(k2) + k3))

= (σ1,k1)(σ2σ3, ισ3(k2) + k3)

= (σ1,k1)((σ2,k2)(σ3,k3))

より, 結合則も成り立つ. ■

ιにより定められた上記の群を, 直積群 Sn × Zmnと区別するために Sn ⋉ι Zmnとかき, (外
部)半直積と呼ぶ∗8. 以降, 簡単のため単に Sn ⋉ Zmnとかくこととする. そして, 定理 4.2, 命
題 4.1, 定理 4.3からの帰結として以下の定理を得る.

定理 4.4 H ∼= S8 ⋉ Z3
8 × S12 ⋉ Z2

12∗9. �

証明 η : H → S8 ⋉ Z3
8 × S12 ⋉ Z2

12は, 定理 4.2より全単射で, かつ命題 4.1, 定理 4.3から任
意の h, h′ ∈ Hに対して

η(hh′) = (φ(h)φ(h′), ιφ(h′)(t(h)) + t(h′), ψ(h)ψ(h′), ιψ(h′)(f(h)) + f(h′))

= (φ(h), t(h), ψ(h),f(h)) (φ(h′), t(h′), ψ(h′),f(h′))

= η(h)η(h′)

より準同型である. ■

4.3 Gの群構造
前節の結果をもとに, Gの群構造も分析しよう. まず, 以下の集合を定義する.

定義 4.5 G′ ⊂ S8 ⋉ Z3
8 × S12 ⋉ Z2

12を以下で定義する.

G′ := {(σ,n, τ,m) ∈ S8 ⋉ Z3
8 × S12 ⋉ Z2

12 | (4.1), (4.2), (4.3)}

ここで, n = (n1, n2, . . . , n8), m = (m1,m2, . . . ,m12)に対し

sgn(σ) = sgn(τ), (4.1)

n1 + n2 + · · ·+ n8 = 0, (4.2)

m1 +m2 + · · ·+m12 = 0. � (4.3)

∗8一般には, 群H,N と準同型 ϕ : H → (Aut(N))op に対して同様に (外部)半直積H ⋉ϕ N が定義される.
∗9S8 ⋉Z3

8 × S12 ⋉Z2
12は集合として S8 ×Z3

8 × S12 ×Z2
12と同じで, その演算を S8 ×Z3

8と S12 ×Z2
12の

それぞれに対応する成分について半直積の演算として定めたもの.
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この集合に関して, 以下の命題が成り立つ.

命題 4.3 G′は S8 ⋉ Z3
8 × S12 ⋉ Z2

12の部分群である. �

証明 まず, G′が積で閉じていることを示す. 任意に (σ,n, τ,m), (σ′,n′, τ ′,m′) ∈ G′をとると,

sgnは準同型だから
sgn(σσ′) = sgn(σ)sgn(σ′) = sgn(τ)sgn(τ ′) = sgn(ττ ′).

また, n,n′の i成分 ni, n
′
iについて,∑

i∈I8

(nσ′(i) + n′
i) =

∑
i∈I8

nσ′(i) +
∑
i∈I8

n′
i =

∑
i∈I8

ni +
∑
i∈I8

n′
i = 0.

同様に, m,m′の i成分mi,m
′
iについて,∑

i∈I12

(mτ ′(i) +m′
i) =

∑
i∈I12

mτ ′(i) +
∑
i∈I12

m′
i =

∑
i∈I12

mi +
∑
i∈I12

m′
i = 0.

したがって, 積 (σ,n, τ,m)(σ′,n′, τ ′,m′) = (σσ′, ισ′(n) + n′, ττ ′, ιτ ′(m) +m′)は (4.1)～(4.3)

を満たすので, G′は積で閉じている.

また, sgn(ε) = sgn(ε) = 1であり, 08,012も (4.2), (4.3)を満たすので, S8 ⋉Z3
8 × S12 ⋉Z2

12

の単位元 (ε,08, ε, 012)はG′の元である.

さらに, 任意の (σ,n, τ,m) ∈ S8 ⋉ Z3
8 × S12 ⋉ Z2

12の逆元 (σ−1, ισ−1(−n), τ−1, ιτ−1(−m))

も,

sgn(σ−1) = sgn(σ) = sgn(τ) = sgn(τ−1),∑
i∈I8

(−nσ−1(i)) = −
∑
i∈I8

nσ−1(i) = −
∑
i∈I8

ni = 0,∑
i∈I12

(−mτ−1(i)) = −
∑
i∈I12

mτ−1(i) = −
∑
i∈I12

mi = 0

より (4.1)～(4.3)を満たすので, G′の元であることが分かる. ■

唐突に登場したG′だが, 実はこれがGの群構造を与える.

定理 4.5 G ∼= G′. �

この定理は, Joyner[1](p.276)定理 11.2.2(キューブ理論の第 2基本定理)に相当するものであ
る. 証明に入る前に, 以下の補題を用意する.

補題 4.2 以下の (1), (2)が成り立つ：
(1) 任意の長さ 3の巡回置換 ρ ∈ S8, ρ

′ ∈ S12に対して,

η(g) = (ρ, t(g), ε,f(g)), η(g′) = (ε, t(g′), ρ′,f(g′))

なる g, g′ ∈ Gが存在する.

(2) 任意の i ∈ I7および i′ ∈ I11に対して,

η(g) = (ε,xi, ε, 012), η(g
′) = (ε,08, ε,x

′
i′)

なる g, g′ ∈ Gが存在する. ただし,

xi := (. . . , 1︸︷︷︸
i 成分

, . . . , 2) ∈ Z3
8, x′

i′ := (. . . , 1︸︷︷︸
i′成分

, . . . , 1) ∈ Z2
12

(. . . の成分は全て 0). �
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この補題の証明には以下の操作を用いる.

定義 4.6 操作Cp, Ep, Co, Eo ∈ Gを,

Cp := [UL−1U−1, R],

Ep := [L−1U2L,R−1F 2R],

Co := [[U,R]2, L2],

Eo := [LBR2L2F 2R−1LU,L2]

で定める. それぞれ, CP操作, EP操作, CO操作, EO操作と呼ぶ. �

まず, これらの操作で何ができるのかを確認しよう.

命題 4.4 定義 4.6の 4つの操作について, 以下が成り立つ：
η(Cp) = ((1 2 3), t(Cp), ε,f(Cp)),

η(Ep) = (ε, t(Ep), (1 3 11),f(Ep)),

η(Co) = (ε, (1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 2), ε, 012),

η(Eo) = (ε,08, ε, (0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1)). �

証明 ルービックキューブを回すことで確認できる. ■

これらの操作の“成り立ち”に関しては次節で説明する. ひとまず, これらの操作を用いて
補題 4.2を示そう.

証明 [補題 4.2]

(1) 任意に長さ 3の巡回置換 ρ = (i1 i2 i3) ∈ S8, ρ
′ = (i′1 i

′
2 i

′
3) ∈ S12をとる. いま, gρ, gρ′ ∈ G

をそれぞれ
φ(gρ) =

(
i1 i2 i3
1 2 3

)
σρ, ψ(gρ′) =

(
i′1 i′2 i′3
1 3 11

)
σρ′

を満たすようにとる (ただし, σρは {i1, i2, i3}以外の置換, σρ′は {i′1, i′2, i′3}以外の置換を表す).

このような操作がいつでも存在することは, ルービックキューブを回すことで容易に確認でき
る. このとき,

φ(gρ
−1Cpgρ) = σρ

−1

(
1 2 3

i1 i2 i3

)
(1 2 3)

(
i1 i2 i3
1 2 3

)
σρ = σρ

−1(i1 i2 i3)σρ = ρ,

ψ(gρ
−1Cpgρ) = ψ(gρ)

−1εψ(gρ) = ε

かつ
φ(gρ′

−1Epgρ′) = φ(gρ′)
−1εφ(gρ′) = ε,

ψ(gρ′
−1Epgρ′) = σρ′

−1

(
1 3 11

i′1 i′2 i′3

)
(1 3 11)

(
i′1 i′2 i′3
1 3 11

)
σρ′ = σρ′

−1(i′1 i
′
2 i

′
3)σρ′ = ρ′

であるから, g = gρ
−1Cpgρ, g

′ = gρ′
−1Epgρ′とすればよい (図 4.2, 図 4.3).

図 4.2 ρ = (4 6 7)の場合の 3面体の移動
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図 4.3 ρ′ = (4 10 7)の場合の 2面体の移動

(2) 任意に i ∈ I7および i′ ∈ I11をとる. いま, gi, gi′ ∈ Gをそれぞれ

φ(gi) =

(
i 8

1 8

)
σi, ψ(gi′) =

(
i′ 12

4 12

)
σi′

を満たすようにとる (ただし, σiは {i, 8}以外の置換, σi′は {i′, 12}以外の置換を表す).このよ
うな操作がいつでも存在することは, ルービックキューブを回すことで容易に確認できる. こ
のとき, まず

φ(gi
−1Cogi) = φ(gi)

−1εφ(gi) = ε, ψ(gi
−1Cogi) = ψ(gi)

−1εψ(gi) = ε,

φ(gi′
−1Eogi′) = φ(gi′)

−1εφ(gi′) = ε, ψ(gi′
−1Eogi′) = ψ(gi′)

−1εψ(gi′) = ε

である. また,

ti(gi
−1Cogi) = t1(gi

−1Co) + ti(gi) = t1(gi
−1) + t1(Co) + ti(gi) = 1 + ti(gi

−1gi) = 1,

t8(gi
−1Cogi) = t8(gi

−1Co) + t8(gi) = t8(gi
−1) + t8(Co) + t8(gi) = 2 + t8(gi

−1gi) = 2

かつ, 任意の j ∈ I8 \ {i, 8}に対して

tj(gi
−1Cogi) = tσi(j)(gi

−1Co) + tj(gi) = tσi(j)(gi
−1) + tσi(j)(Co) + tj(gi) = tj(gi

−1gi) = 0

が成り立つので, t(gi
−1Cogi) = xiであり,

f(gi
−1Cogi) = ιψ(gi)(f(gi

−1Co)) + f(gi) = ιψ(gi)(f(gi
−1) + f(Co)) + f(gi)

= ιψ(gi)(f(gi
−1)) + f(gi) = f(gi

−1gi) = 012

も成り立つ. さらに,

t(gi′
−1Eogi′) = ιφ(gi′ )(t(gi′

−1Eo)) + t(gi′) = ιφ(gi′ )(t(gi′
−1) + t(Eo)) + t(gi′)

= ιφ(gi′ )(t(gi′
−1)) + t(gi′) = t(gi′

−1gi′) = 08

であり,

fi′(gi′
−1Eogi′) = f4(gi′

−1Eo) + fi′(gi′) = f4(gi′
−1) + f4(Eo) + fi′(gi′)

= 1 + fi′(gi′
−1gi′) = 1,

f12(gi′
−1Eogi′) = f12(gi′

−1Eo) + f12(gi′) = f12(gi′
−1) + f12(Eo) + f12(gi′)

= 1 + f12(gi′
−1gi′) = 1

かつ, 任意の j′ ∈ I12 \ {i′, 12}に対して

fj′(gi′
−1Eogi′) = fσi′ (j′)(gi′

−1Eo) + fj′(gi′) = fσi′ (j′)(gi′
−1) + fσi′ (j′)(Eo) + fj′(gi′)

= fj′(gi′
−1gi′) = 0

が成り立つので, f(gi′
−1Eogi′) = x′

i′である. 以上より, g = gi
−1Cogi, g

′ = gi′
−1Eogi′とすれば

よい (図 4.4, 図 4.5). ■
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図 4.4 i = 3の場合の 3面体の回転

図 4.5 i′ = 2の場合の 2面体の反転

最後に, 補題の証明中に登場した操作にも名前をつける.

定義 4.7 補題 4.2 (1)の証明で登場した 2つの操作を

Cp(ρ) := gρ
−1Cpgρ, Ep(ρ

′) := gρ′
−1Epgρ′

とかき, これらをそれぞれ一般化CP操作, 一般化EP操作と呼ぶ.

また, 補題 4.2 (2)の証明で登場した 2つの操作を

Co(i) := gi
−1Cogi, Eo(i

′) := gi′
−1Eogi′

とかき, これらをそれぞれ一般化CO操作, 一般化EO操作と呼ぶ. �

以上の定義および補題を用いて, 定理 4.5の証明をしよう.

証明 [定理 4.5] η|G : G→ S8 ⋉Z3
8 × S12 ⋉Z2

12が, GからG′への同型となっていることを示
す. ηは同型なので, η|G(G) = G′を示せばよい.

(η|G(G) ⊂ G′ について) 任意に y ∈ η|G(G)をとると, ある xi ∈ Gb (i ∈ In)があって y =

η|G(x1x2 · · · xn). ここで, 例 4.1より η|G(xi) ∈ G′ (i ∈ In)であるから, η|Gが準同型であること
と, G′が積で閉じていることに注意して,

η|G(x1x2 · · · xn) = η|G(x1)η|G(x2) · · · η|G(xn) ∈ G′.

ゆえに, η|G(G) ⊂ G′である.

(η|G(G) ⊃ G′ について) 任意に g′ = (σ,n, τ,m) ∈ G′ をとる (n = (n1, n2, . . . , n8), m =

(m1,m2, . . . ,m12)とする).

(1) sgn(σ) = sgn(τ) = −1のとき
φ(R) = (2 6 7 3)と ψ(R) = (2 5 10 6)が奇置換であることから,

σ = (2 6 7 3)σ1σ2 · · · σN , τ = (2 5 10 6)τ1τ2 · · · τM

なる長さ 3の巡回置換 σ1, σ2, . . . , σN ∈ S8, τ1, τ2, . . . , τM ∈ S12がとれる. まず, p ∈ Gを

p := RCp(σ1)Cp(σ2) · · ·Cp(σN)Ep(τ1)Ep(τ2) · · ·Ep(τM)
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で定めると, 補題 4.2 (1)より

φ(p) = φ(R)φ(Cp(σ1))φ(Cp(σ2)) · · ·φ(Cp(σN))φ(Ep(τ1))φ(Ep(τ2)) · · ·φ(Ep(τM))

= (2 6 7 3)σ1σ2 · · · σN = σ,

ψ(p) = ψ(R)ψ(Cp(σ1))ψ(Cp(σ2)) · · ·ψ(Cp(σN))ψ(Ep(τ1))ψ(Ep(τ2)) · · ·ψ(Ep(τM))

= (2 5 10 6)τ1τ2 · · · τM = τ

であるから,

η|G(p) = (σ, t(p), τ,f(p)) (4.4)

となる.

次に, o ∈ Gを

o := Co(1)
−t1(p)+n1Co(2)

−t2(p)+n2 · · ·Co(7)
−t7(p)+n7

Eo(1)
−f1(p)+m1Eo(2)

−f2(p)+m2 · · ·Eo(11)
−f11(p)+m11

で定めると, 補題 4.2 (2)より

φ(o) = ε, ψ(o) = ε,

ti(o) = −ti(p) + ni (i ∈ I7), fi(o) = −fi(p) +mi (i ∈ I11).

したがって, (4.4)より,

φ(po) = φ(p)φ(o) = σ, ψ(po) = ψ(p)ψ(o) = τ,

ti(po) = tε(i)(p) + ti(o) = ti(p) + (−ti(p) + ni) = ni (i ∈ I7),

fi(po) = fε(i)(p) + fi(o) = fi(p) + (−fi(p) +mi) = mi (i ∈ I11)

となる. ここで po ∈ Gなので, η|G(G) ⊂ G′から η|G(po) ∈ G′. よって (4.2), (4.3)に注意す
ると

t8(po) = −
∑
i∈I7

ti(po) = −
∑
i∈I7

ni = n8,

f12(po) = −
∑
i∈I11

fi(po) = −
∑
i∈I11

mi = m12.

ゆえに, (σ,n, τ,m) = η|G(po) ∈ η|G(G)となる.

(2) sgn(σ) = sgn(τ) = 1のとき
このときは,

σ = σ1σ2 · · · σN , τ = τ1τ2 · · · τM

なる長さ 3の巡回置換 σ1, σ2, . . . , σN ∈ S8, τ1, τ2, . . . , τM ∈ S12がとれる. ゆえに,

p′ := Cp(σ1)Cp(σ2) · · ·Cp(σN)Ep(τ1)Ep(τ2) · · ·Ep(τM),

o′ := Co(1)
−t1(p′)+n1Co(2)

−t2(p′)+n2 · · ·Co(7)
−t7(p′)+n7

Eo(1)
−f1(p′)+m1Eo(2)

−f2(p′)+m2 · · ·Eo(11)
−f11(p′)+m11

とすれば, (1)と同様にして, (σ,n, τ,m) = η|G(p′o′) ∈ η|G(G)となる. ■
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上記の証明で登場した poや p′o′は, 完成状態のルービックキューブを定義 4.5の条件を満た
す任意の模様に変える操作であるから, 任意の模様のルービックキューブは理論上これらの逆
写像によって完成させることができる∗10. そして定理 4.5の系として, Gの位数, すなわちルー
ビックキューブの模様の総数を求めることができる.

系 4.2 |G| = 8!× 37 × 12!× 210 = 43, 252, 003, 274, 489, 856, 000. �

証明 定理 4.5より |G| = |G′|であるから, G′の元の個数を S8 ⋉Z3
8 × S12 ⋉Z2

12に制約を付け
る形で数え上げる.

まず置換の総数について, S8×S12は, (S8の元, S12の元)の置換の偶奇の組合せ (偶,偶),(偶,

奇),(奇,偶),(奇,奇)によって互いに置換の総数が等しいの 4通りに分けられる. このうち (4.1)

を満たすのは 2通りなので, 置換の総数は 2

4
|S8 × S12| =

1

2
× 8!× 12!通りである.

また 3面体の回転量の総数は, Z3
8において 7つのZ3の元を定めた時点で, 8つ目の元は (4.2)

より決まるので自由に選べるのは Z3
7の分だけであり, 37通りである. 2面体の反転量の総数

についても同様に考えて, (4.3)より 211通りである.

以上より, |G′| = 1

2
× 8!× 12!× 37 × 211 = 8!× 37 × 12!× 210となる. ■

5 交換子
5.1 交換子による作用
この節では, 交換子の作用に関する一般論を述べる. 以下, σ, τ ∈ Snに対し

S(σ, τ) := supp(σ) ∩ supp(τ), C(σ, τ) := S(σ, τ) ∪ σ−1S(σ, τ) ∪ τ−1S(σ, τ)

とおく. まずは以下の補題から示そう.

補題 5.1 ∀σ, τ ∈ Sn, ∀i ∈ In, ((i ∈ supp(σ) ∧ i /∈ σ−1S(σ, τ)) ⇒ τ(σ(i)) = σ(i)). �

証明 任意に σ, τ ∈ Snおよび i ∈ Inをとる. まず, σ(i) /∈ S(σ, τ)より, σ(i) /∈ supp(σ)または
σ(i) /∈ supp(τ), すなわち σ(σ(i)) = σ(i)または τ(σ(i)) = σ(i)である. ところが, i ∈ supp(σ)

から σ(i) 6= i, すなわち σ(σ(i)) 6= σ(i)であるから, τ(σ(i)) = σ(i). ■

交換子とC(σ, τ)に関して, 以下の命題が成り立つ.

命題 5.1 ∀σ, τ ∈ Sn, ∀i ∈ In \ C(σ, τ), [σ, τ ](i) = i. �

証明 任意に σ, τ ∈ Snおよび i ∈ In \ C(σ, τ)をとる. i /∈ S(σ, τ)に注意して, 以下の 3つの場
合に分けて考える.

(i /∈ supp(σ)かつ i /∈ supp(τ)のとき) σ(i) = τ(i) = iより, [σ, τ ](i) = τ−1σ−1τσ(i) = i.

(i ∈ supp(σ)かつ i /∈ supp(τ)のとき) i /∈ σ−1S(σ, τ)から, 補題 5.1より τ(σ(i)) = σ(i), すな
わち σ−1τσ(i) = iである. さらに, τ(i) = iなので, [σ, τ ](i) = τ−1(σ−1τσ(i)) = τ−1i = i.

(i /∈ supp(σ)かつ i ∈ supp(τ)のとき) 上記と同様にして証明できる. ■

この命題から, 交換子 [σ, τ ]によって変化し得るのはC(σ, τ)の元のみということになる. さ
らに, C(σ, τ)に然るべき仮定を課すことによって, 交換子による元の挙動をある程度制御する
ことができる.

∗10定義 4.7の各操作の逆写像もまた, 定義 4.7の各操作であるから, R−1(奇置換の操作ならなんでもよい)と一
般化 CP操作, 一般化 EP操作, 一般化 CO操作, 一般化 EO操作によってルービックキューブは完成させられる
ということになる.
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定理 5.1 任意に σ, τ ∈ Snをとる. S(σ, τ) = {k}のとき, [σ, τ ] ∈ Snは以下の (1)～(3)を満
たす：

(1) [σ, τ ](k) = τ−1(k).

(2) [σ, τ ](τ−1(k)) = σ−1(k).

(3) [σ, τ ](σ−1(k)) = k. �

証明 任意に σ, τ ∈ Snをとり, S(σ, τ) = {k}とする.

(1) k ∈ supp(σ)より σ(k) 6= kだから, σ(k) /∈ S(σ, τ). ゆえに, 補題 5.1より τ(σ(k)) = σ(k),

すなわち σ−1τσ(k) = kであるから, [σ, τ ](k) = τ−1(σ−1τσ(k)) = τ−1(k).

(2) k ∈ supp(τ) = supp(τ−1)より τ−1(k) 6= kだから, τ−1(k) /∈ S(σ, τ) = S(τ−1, σ). ゆえに,

補題 5.1より σ(τ−1(k)) = τ−1(k), すなわち τστ−1(k) = kである. 同様に, k ∈ supp(σ−1)と
σ−1(k) /∈ S(σ−1, τ−1)から, 補題 5.1より τ−1(σ−1(k)) = σ−1(k)である.

以上より, [σ, τ ](τ−1(k)) = τ−1σ−1(τστ−1(k)) = τ−1σ−1(k) = σ−1(k).

(3) [τ, σ]に (1)を適用することで, [τ, σ](k) = σ−1(k). ゆえに, [σ, τ ](σ−1(k)) = k. ■

命題 5.1と合わせて, 定理 5.1の仮定のもとで [σ, τ ]は巡回置換 (k τ−1(k) σ−1(k))と等しいこ
とが分かる. さらに [σ, τ ]は偶置換であるから, 例えば τ−1(k) 6= kに注意すれば [σ, τ ]は長さ 3

の巡回置換となることが分かる.

また, 別の仮定をC(σ, τ)に課して考えてみる.

定理 5.2 任意に σ, τ ∈ Snをとる. S(σ, τ) = σ−1S(σ, τ) 6= ∅かつ S(σ, τ) ∩ τ−1S(σ, τ) = ∅の
とき, [σ, τ ] ∈ Snは以下の (1), (2)を満たす：

(1) ∀i ∈ S(σ, τ), [σ, τ ](i) ∈ S(σ, τ).

(2) ∀i ∈ τ−1S(σ, τ), [σ, τ ](i) ∈ τ−1S(σ, τ). �

証明 任意に σ, τ ∈ Snをとり, S(σ, τ) = σ−1S(σ, τ) 6= ∅かつ S(σ, τ) ∩ τ−1S(σ, τ) = ∅とする.

(1) 任意に i ∈ S(σ, τ) = σ−1S(σ, τ)をとると, σ(i) ∈ S(σ, τ)より σ(i) ∈ supp(τ)であって,

S(σ, τ)∩τ−1S(σ, τ) = ∅からσ(i) /∈ τ−1S(τ, σ−1)なので,補題 5.1よりσ−1(τ(σ(i))) = τ(σ(i)),

すなわち τ−1σ−1τσ(i) = σ(i)である. よって, [σ, τ ](i) = σ(i) ∈ S(σ, τ).

(2) 任意に i ∈ τ−1S(σ, τ)をとる. このとき, τ(i) ∈ S(σ, τ)より σ−1τ(i) ∈ σ−1S(σ, τ) = S(σ, τ)

となる. また, i /∈ S(σ, τ)であることと, τ(τ(i)) 6= τ(i)より τ(i) 6= iとなることから, σ(i) = i

である. よって, [σ, τ ](i) = τ−1σ−1τσ(i) = τ−1(σ−1τ(i)) ∈ τ−1S(σ, τ). ■

命題 5.1と合わせて, 定理 5.2の仮定のもとで [σ, τ ]は S(σ, τ)から S(σ, τ)への全単射の部分
と, τ−1S(σ, τ)から τ−1S(σ, τ)への全単射の部分に分割されることが分かる.

5.2 交換子による操作の構成
前節の内容に基づいて,交換子を用いて定義 4.6の操作を構成してみよう. 準備として, Φ(g) :

I20 → I20を

Φ(g)(i) =

{
φ(g)(i) (1 ≤ i ≤ 8)

ψ(g)(i− 8) + 8 (9 ≤ i ≤ 20)
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で定める. このとき, Φ(g) ∈ S20であり, gによって 3面体 iは頂点Φ(g)(i) = φ(g)(i)に移動し,

2面体 iはΦ(g)(i+8)− 8 = ψ(g)(i)に移動することが分かる. 言い換えればΦ(g)は, g ∈ Gに
よる 3面体および 2面体の位置の (向きは無視した)置換を表す S20の元である. また, φ, ψの
準同型性からΦ : G→ S20; g 7→ Φ(g)の準同型が従う. そして, Φ(g),Φ(h) ∈ S20が定理 5.1の
仮定を満たすように g, h ∈ Gをとれば, [g, h]によってある 3つの 3面体あるいは 2面体のみの
巡回置換を表現することができる.

例 5.1 CpとEpの構成手順は, 以下の通りである：
(Cpの構成) σ := Φ(UL−1U−1), τ := Φ(R)とおくと,

S(σ, τ) = {2}, σ−1(2) = 1, τ−1(2) = 3.

よって定理 5.1より, [σ, τ ] = Φ([UL−1U−1, R]) = Φ(Cp) = (1 2 3)であるから,

η(Cp) = ((1 2 3), t(Cp), ε,f(Cp))

が従う.

(Epの構成) σ := Φ(L−1U2L), τ := Φ(R−1F 2R)とおくと,

S(σ, τ) = {11}, σ−1(11) = 9, τ−1(11) = 19.

よって定理 5.1より, [σ, τ ] = Φ([L−1U2L,R−1F 2R]) = Φ(Ep) = (9 11 19)であるから,

η(Ep) = (ε, t(Ep), (1 3 11),f(Ep))

が従う. �

また, CoとEoについては位置と向きの両方を考慮する必要があるため, g, h ∈ Gを定理 5.2

の仮定を満たすようにとることとなる.

例 5.2 CoとEoの構成手順は, 以下の通りである：
(Coの構成) g := [U,R]2, h := L2とおくと,

S(g, h) = g−1S(g, h) = C1, h
−1S(g, h) = C8.

よって定理 5.2より, [g, h](C1) = C1かつ [g, h](C8) = C8. さらに, f1([g, h]) = 1, f8([g, h]) = 2

であるから,

η(Co) = (ε, (1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 2), ε, 012).

が従う.

(Eoの構成) g := LBR2L2F 2R−1LU, h := L2とおくと,

S(g, h) = g−1S(g, h) = E4, h
−1S(g, h) = E12.

よって定理5.2より, [g, h](E4) = E4かつ [g, h](E12) = E12. さらに, t4([g, h]) = 1, t12([g, h]) = 1

であるから,

η(Eo) = (ε,08, ε, (0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1)).

が従う. �
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6 結び
本レポートでは, 操作と置換の同一視から始まり, [1]を叩き台にしつつ独自の概念も導入し
て, 最終的にはルービックキューブ群の位数という形でルービックキューブの模様のパターン
の総数を求めることができた. その過程で, 半直積の概念も理解することができた. ルービッ
クキューブ群の位数を求めるために, 本質的にルービックキューブを解く操作を数式上で構成
する必要があったことには非常に驚いたが, 早解きを趣味とする私からすればとても楽しい議
論であった.
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A 群の基本
本稿において前提となる群論に関する内容をまとめた. 今までに登場した記号を別の意味で
使用している箇所があるが, あくまで本文とは隔離した場所ということでご了承願いたい.

A.1 群の定義と例
集合A上の (2項)演算とは, 写像 φ : A × A → Aのことをいう. 写像を演算とみなすとき,

通常は演算を表す適当な記号 ∗を用いて, φ(a, b) = a ∗ bなどとかく. 演算 φ : A × A → Aが
定められたとき, Aは演算 φについて閉じているという∗11.

定義 A.1 空でない集合G上で定義された演算 ∗が,

(1) ∃e ∈ G, ∀g ∈ G, e ∗ g = g ∗ e = g. (単位元の存在)

(2) ∀g ∈ G, ∃g′ ∈ G, g′ ∗ g = g ∗ g′ = e.∗12 (逆元の存在)

(3) ∀g1, g2, g3 ∈ G, (g1 ∗ g2) ∗ g3 = g1 ∗ (g2 ∗ g3). (結合則)

を満たすとき, 組 (G, ∗)を群と呼ぶ. さらに

(4) ∀g1, g2 ∈ G, g1 ∗ g2 = g2 ∗ g1. (交換則)

を満たすときは, 組 (G, ∗)を可換群 (あるいはアーベル群)と呼ぶ. 着目している演算が明らか
なときには, 単にGのことを群や可換群と呼ぶ. �

(1)の eをGの単位元, (2)の g′を gの逆元と呼ぶ. 加法と呼ばれる演算 (演算記号は+, g+g′

を gと g′の和と呼ぶ)を考えているときは, 単位元を 0G, 逆元を−gなどとかく. 一方で乗法と
呼ばれる演算 (演算記号は ·∗13, g · g′を gと g′の積と呼ぶ)を考えているときは, 単位元を 1G,

逆元を g−1などとかく. 以降特に断りのない限り, 一般的な群は全て乗法による群として記述
する.

例 A.1 In := {1, 2, . . . , n}とする. Sn := {σ : In → In | σは全単射 }は, 写像の合成 (以降写像
の積とも呼ぶ)によって群となる. �

証明 2つの全単射を合成しても全単射なので, Snは合成について閉じている. また, 単位元は
恒等写像, 逆元は逆写像に対応し, 結合則は明らかである. ■

例 A.2 Zn := {0, 1, . . . , n− 1}は, nを法とする加法によって群となる. これを nを法とする剰
余群と呼ぶ. �

証明 通常の加法と区別するため, ここでのみ x, y ∈ Znに対し x + yを nで割った余りが rで
あることを, x +̇ y = rとかく. すると, Znは明らかに +̇について閉じていて, 単位元は 0, 任
意の x ∈ Znの逆元は n− x ∈ Znである. また, (x +̇ y) +̇ z, x +̇ (y +̇ z) (x, y, z ∈ Zn)はいずれ
も, x+ y + zを nで割った余りであるから, 結合則も成り立つ. ■

∗11言い換えれば, 演算の結果がまた Aの中に収まっているときのこと.
∗12eは (1)に登場する eと同じ.
∗13しばしば省略される.
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A.2 対称群の性質
定義 A.2 例A.1の Snを n次対称群と呼ぶ. Snの元のことを (n次の)置換と呼び, σ ∈ Snを

σ =

(
1 2 · · · n

σ(1) σ(2) · · · σ(n)

)
とかく. 特に, Inから Inへの恒等写像を恒等置換と呼ぶ.

また, ある 2以上のm ∈ Inと相異なる i1, i2, . . . , im ∈ Inがあって,

σ(ik) = ik+1 (k ∈ Im−1), σ(im) = i1,

σ(j) = j (j ∈ In \ Im−1)

となるとき, σを長さmの巡回置換といい,

σ = (i1 i2 · · · im)

とかく. 長さ 2の巡回置換は互換と呼ばれる. �

注意 A.1 指定されていない数字に関しては全て恒等的に置換するものとして, 次数の異なる
置換を同一視することができる. 例えば,(

1 2

2 1

)
∈ S2,

(
1 2 3

2 1 3

)
∈ S3

は異なる置換であるが, 元の対応を見れば同じ置換と考えても問題ない. 実際, これらを等し
く (1 2)と表記するわけである. �

命題 A.1 任意の置換は有限個の互換の積で表現できる. �

証明 Sn (n = 1, 2, . . . )ごとに, nに関する帰納法で示す.

n = 1のとき, まず S1の元を Sn (n ≥ 2)における恒等置換と同一視すると, これは互換の積
として表現できる (例えば (1 2)2).

ある nで仮定して n+1のとき, 任意に σ ∈ Sn+1をとる. σ(n+1) = n+1のときは, σ ∈ Sn
とみなせるので, 仮定より σは有限個の互換の積で表現できる. 一方 σ(n+ 1) 6= n+ 1のとき
は, σ(n+ 1) = mとおくと (n+ 1 m)σ(n+ 1) = n+ 1であるから, (n+ 1 m)σ ∈ Snとみなせ
る. (n+ 1 m)σ = τ とおくと, σ = (n+ 1 m)τ となるから, 仮定より σは有限個の互換の積で
表現できる. ■

互換の積への分解の仕方は 1通りではないが, 以下の定理が成り立つ.

定理 A.1 置換を有限個の互換の積で表現したとき, 積に現れる互換の個数の偶奇は置換に対
して一意に定まる. �

証明 多項式

f(x1, x2, . . . , xn) :=
∏

1≤i<j≤n

(xj − xi)

を考え, σ ∈ Snに対して,

fσ(x1, x2, . . . , xn) := f(xσ(1), xσ(2), . . . , xσ(n))

と定める. このとき, τ ∈ Snが互換であるとすると f の定義より

f τ (x1, x2, . . . , xn) := −f(x1, x2, . . . , xn)
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である. いま, 任意にとった σ ∈ Snが 2通りの互換の積として σ = τ1τ2 . . . τN = ρ1ρ2 . . . ρM と
表現されているとすると,

fσ(x1, x2, . . . , xn) = (−1)Nf(x1, x2, . . . , xn) = (−1)Mf(x1, x2, . . . , xn)

ゆえ, (−1)N = (−1)M . よってN,M の偶奇は一致する. ■

置換が偶数個の互換の積で表現されるとき偶置換, 奇数個の互換の積で表現されるとき奇関
数と呼ぶ. さらに, 次の写像が定義できる.

定義 A.3 符号関数 sgnを

sgn : Sn → {−1, 1}; σ 7→ sgn(σ) :=

{
1 (σは偶置換)

−1 (σは奇置換)

で定める. �

また, 以下の系はルービックキューブ論に必要となる.

系 A.1 任意の奇置換 σ, τ ∈ Snに対して,

σ = τρ1ρ2 · · · ρN

なる長さ 3の巡回置換 ρ1, ρ2, . . . , ρN ∈ Snが存在する. �

証明 まず, 任意の 2つの互換の積は有限個の長さ 3の巡回置換の積になる：
(i j)(i j) = (i j k)3, (i j)(i k) = (i k j), (i j)(k l) = (i k j)(i k l).

ゆえに, 偶置換は有限個の長さ 3の巡回置換の積で表現されることがわかる.

いま, 任意に奇置換 σ, τ ∈ Snをとると, τ−1は奇置換なので, τ−1σは偶置換である. ゆえに,

τ−1σ = ρ1ρ2 · · · ρN

なる長さ 3の巡回置換 ρ1, ρ2, . . . , ρN ∈ Snをとることができて, 両辺に左から τ をかければ目
的の式を得る. ■

B 群の性質
B.1 正規部分群
定義 B.1 群 Gの部分集合 H が Gと同じ演算によって群になるとき, H を Gの部分群とい
う. �

命題 B.1 群Gの部分集合HがGの部分群であるための必要十分条件は, 以下の (1)～(3)が成
立することである：
(1) ∀g, h ∈ G, gh ∈ H.

(2) 1G ∈ H.

(3) ∀h ∈ H, h−1 ∈ H. �

結合則の確認は, 自明ゆえに不必要となる. 部分群の中でも, 以下の正規部分群と呼ばれる
ものは様々な役割を果たす.

定義 B.2 群Gの部分群N が, gng−1 ∈ N (g ∈ G, n ∈ N)を満たすとき, N をGの正規部分
群といい, N ◁ GあるいはG ▷ N とかく. �
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B.2 群の準同型と同型
定義 B.3 A,Bは群であるとする. 写像 φ : A→ Bが,

φ(a1a2) = φ(a1)φ(a2) (a1, a2 ∈ A)

を満たしているとき, φを準同型写像あるいは準同型と呼ぶ. 特に φが準同型かつ全単射であ
るときには, φを同型写像あるいは同型と呼び, A ∼= Bとかく. このとき, AとBは同型であ
るという. �

例 B.1 sgn : Sn → {−1, 1}は準同型である. ただし, {−1, 1}は通常の実数の積についての群
とみなす. �

証明 σev ∈ Snを偶置換, σod ∈ Snを奇置換とすると, σevσev, σodσodは偶置換, σevσod, σodσev
は奇置換であるから,

sgn(σevσev) = sgn(σodσod) = 1, sgn(σevσod) = sgn(σodσev) = −1.

一方, sgn(σev) = 1, sgn(σod) = −1なので, sgnは準同型となる. ■

命題 B.2 A,Bを群とし, φ : A → Bは準同型であるとする. このとき, 以下の (1), (2)が成り
立つ：

(1) φ(1A) = 1B.

(2) ∀a ∈ A,φ(a−1) = φ(a)−1. �

証明
(1) φ(1A) = φ(1A1A) = φ(1A)φ(1A)より, φ(1A) = 1B.

(2) 任意に a ∈ Aをとると, (1)より φ(a)φ(a−1) = φ(aa−1) = φ(1A) = 1B. ゆえに φ(a−1) =

φ(a)−1. ■

定義 B.4 群Gから群Gへの同型をGの自己同型といい, Gの自己同型全体からなる集合を
Aut(G)とかく. 写像の合成によってAut(G)は群となるので, これを自己同型群と呼ぶ. �

証明 [Aut(G)が群] 2つの自己同型の合成は, GからGへの準同型である：

φ(ψ(g1g2)) = φ(ψ(g1)ψ(g2)) = φ(ψ(g1))φ(ψ(g2)) (φ, ψ ∈ Aut(G), g1, g2 ∈ G).

もちろん全単射にもなるから, Aut(G)は合成について閉じている. 群の 3つの条件を満たすこ
とも明らかである. ■

例 B.2 Gを群とする. 各 g ∈ Gに対し, lg : G→ G; x 7→ lg(x) := gxg−1は自己同型である. �

証明 任意に g ∈ Gをとる. lgの逆写像は lg−1となるから, lgは全単射である. また,

lg(xy) = g(xy)g−1 = (gxg−1)(gyg−1) = lg(x)lg(y) (x, y ∈ G)

より, 準同型である. ■

定義 B.5 例 B.2の lgを, Gの内部自己同型という. また, 各 g, x ∈ Gに対し, gxg−1を gによ
る xの共役という. Gの内部自己同型以外の自己同型のことは, 外部自己同型という. �

定義 B.6 群Gの内部自己同型全体からなる集合を Inn(G)とかく. Inn(G)はAut(G)の部分
群となるので, これを内部自己同型群と呼ぶ. �
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証明 [Inn(G)がAut(G)の部分群] Gの内部自己同型を lg (g ∈ G)とする. 2つの内部自己同型
の合成もまた, 内部自己同型である：

lg1(lg2(x)) = g1(g2xg2
−1)g1

−1 = (g1g2)x(g1g2)
−1 = lg1g2(x) (x, g1, g2 ∈ G).

ゆえに Inn(G)は合成について閉じている. 単位元は恒等写像, lgの逆元は lg−1である. ■

B.3 群の作用
定義 B.7 Gを群, Xを集合とする. 群Gの集合Xへの左作用とは, 写像φ : G×X → Xのう
ち, 以下の (1), (2)を満たすものである：

(1) φ(1G, x) = x (x ∈ X).

(2) φ(g, φ(h, x)) = φ(gh, x) (g, h ∈ G, x ∈ X).

同様に, 群Gの集合Xへの右作用とは, 写像 ψ : X ×G→ Xのうち, 以下の (1), (2)を満たす
ものである：

(1) ψ(x, 1G) = x (x ∈ X).

(2) ψ(ψ(x, g), h) = ψ(x, gh) (g, h ∈ G, x ∈ X).

群Gから集合Xへの左作用 (右作用)が存在するとき, 群Gは集合Xに左から (右から)作用
するという. �

例 B.3 φ : G×X → X; (g, x) 7→ xや ψ : X ×G → X; (x, g) 7→ xは明かに左 (右)作用とな
る. これを自明な作用という. �

特に, 群が群に作用するときのことも考えてみよう.

定理 B.1 G,Xは群であるとする. このとき, 以下の (1), (2)は同値である：

(1) 群Gの“集合”Xへの左作用 φ : G×X → Xが存在して,

φ(g, xy) = φ(g, x)φ(g, y) (g ∈ G, x, y ∈ X)

が成立する (このとき, φを群Gの群Xへの左作用という).

(2) 準同型 ϕ : G→ Aut(X)が存在する. �

証明
((1) ⇒ (2)) 群Gの集合Xへの左作用 φと任意の g ∈ Gをとり, ϕg(x) := φ(g, x) (x ∈ X)と
する. まず, ϕgの逆写像は ϕg−1となるから, ϕg : X → Xは全単射であって,

ϕg(xy) = φ(g, xy) = φ(g, x)φ(g, y) = ϕg(x)ϕg(y) (x, y ∈ X)

より準同型でもあるから, ϕg ∈ Aut(G)である. さらに,

ϕgh(x) = φ(gh, x) = φ(g, φ(h, x)) = ϕg(ϕh(x)) (g, h ∈ G, x ∈ X)

となるから, ϕ : G→ Aut(X); g 7→ ϕgは準同型である.

((2) ⇒ (1)) 準同型 ϕ : G → Aut(X); g 7→ ϕgをとり, φ(g, x) := ϕg(x) (x ∈ X)とする. する
と, 上記の証明より φ : G×X → Xによって (1)が成立する. ■
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定理B.1の右作用版も述べる.

定理 B.2 G,Xは群であるとする. このとき, 以下の (1), (2)は同値である：
(1) 群Gの“集合”Xへの右作用 φ : X ×G→ Xが存在して,

φ(xy, g) = φ(x, g)φ(y, g) (g ∈ G, x, y ∈ X)

が成立する (このとき, φを群Gの群Xへの右作用という).

(2) 準同型 ϕ : G→ (Aut(X))opが存在する. �

注意 B.1 定理 B.2 (2)の (Aut(X))opに関して説明する. 群G = (G, ∗)に対して, g1 ∗′ g2 :=

g2 ∗ g1 (g1, g2 ∈ G)を演算とする群を群Gの逆群といい, Gop := (G, ∗′)で表す. 言い換えれば,

逆群とは元の群の演算の順番を反転させて作る群のことである.

実際, 右作用 φ : X ×G→ Xに対し, ϕg(x) := φ(x, g) (g ∈ G, x ∈ X)とすると,

ϕgh(x) = φ(x, gh) = φ(φ(x, g), h) = ϕh(ϕg(x)) (g, h ∈ G, x ∈ X)

となり, 合成の順番が g, hに対して反転してしまうので, 準同型 ϕの終域はAut(X)の逆群と
しなければならない. �

例 B.4 G,X を群とする. 各 g ∈ Gに対し, X の恒等写像 idX ∈ Aut(X)をとると, i : G →
Aut(X); g 7→ idX は明かに準同型である. これに対応する作用 ι : G×X → X; (g, x) 7→ x は
自明な作用である. これを群Gの群Xへの自明な作用という. �

例 B.5 Gを群とする. 各 g ∈ Gに対し, Gの内部自己同型 lg ∈ Inn(G)をとると, l : G →
Aut(G); g 7→ lgは準同型である. また, rg := lg−1に対し, r : G → (Aut(G))op; g 7→ rgは準同
型である：

rg1g2(x) = (g1g2)
−1x(g1g2) = g2

−1(g1
−1xg1)g2 = rg2(rg1(x)) (x, g1, g2 ∈ G).

すなわち, l, rはそれぞれ群Gの群Gへの左作用 (右作用)を与える. �

C 半直積
C.1 半直積の定義
まずは群の直積を定義する.

定義 C.1 G,Hを群とする. 直積集合G×Hは,

(g1, h1)(g2, h2) := (g1g2, h1h2) ((g1, h1), (g2, h2) ∈ G×H)

で定められる演算により群となる. これをGとHの直積群といい, G×Hとかく. �

次に, 半直積という概念を定義する. 半“直積”というからには直積群の一般化になってい
るのであるが, その詳細は後に述べる. 内部半直積から定義しよう.

定義 C.2 群Gとその部分群N,Hが, 以下の (1)～(3)を満たすとする：
(1) N ◁ G.

(2) NH = G∗14.

∗14NH := {nh | n ∈ N, h ∈ H}.
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(3) N ∩H = {1G}.

このとき, GをN とHの内部半直積といい, N ⋊Hで表す. �

内部半直積ではN,Hが共通の群Gの部分群である必要があったが, これに対し外部半直積
は一般の群N,Hに対して定義するものである.

定義 C.3 群N,Hに対し, 準同型 ϕ : H → Aut(N)が与えられているとする∗15. このとき, 直
積集合N ×Hは

(n1, h1)(n2, h2) = (n1ϕh1(n2), h1h2) ((n1, h1), (n2, h2) ∈ N ×H)

で定められる演算により群となる (ただし, ϕh1 := ϕ(h1). この表記はしばらく用いる). これを
N とHの外部半直積といい, N ⋊ϕ Hで表す. �

証明 [外部半直積は群] ∗16 任意に (n, h) ∈ N ×Hをとると,

(1N , 1H)(n, h) = (1Nϕ1H (n), 1Hh) = (1Nn, h) = (n, h),

(n, h)(1N , 1H) = (nϕh(1N), h1H) = (n1N , h) = (n, h)

より, (1N , 1H) ∈ N ×Hは単位元であり,

(ϕh−1(n−1), h−1)(n, h) = (ϕh−1(n−1)ϕh−1(n), h−1h) = (ϕh−1(n−1n), 1H) = (1N , 1H),

(n, h)(ϕh−1(n−1), h−1) = (nϕh(ϕh−1(n−1)), hh−1) = (nϕhh−1(n−1), 1H) = (1N , 1H)

より, (ϕh−1(n−1), h−1) ∈ N ×Hは (n, h)の逆元である.

また, 任意に (n1, h1), (n2, h2), (n3, h3) ∈ N ×Hをとると,

((n1, h1)(n2, h2))(n3, h3) = (n1ϕh1(n2), h1h2)(n3, h3)

= (n1ϕh1(n2)ϕh1h2(n3), (h1h2)h3)

= (n1ϕh1(n2ϕh2(n3)), h1(h2h3))

= (n1, h1)(n2ϕh2(n3), h2h3)

= (n1, h1)((n2, h2)(n3, h3))

より, 結合則も成り立つ. ■

注意 C.1 与えられた準同型 ϕ : H → (Aut(N))opに対して, 直積集合H ×N 上の演算を

(h1, n1)(h2, n2) = (h1h2, ϕh2(n1)n2) ((h1, n1), (h2, n2) ∈ H ×N)

で定めても群となる. このとき, 群H ×N をH ⋉ϕ N で表す∗17. �

注意 C.2 内部半直積N ⋊Hは集合としてN ×Hと等しくはないが, 外部半直積N ⋊ϕ Hは
集合としてN ×Hと等しい. �

C.2 内部半直積と外部半直積の関係
一見全く異なる定義に見える内部半直積と外部半直積であるが, 以下に示すように, 外部半
直積は自身の 2つの部分群の内部半直積となる.

∗15定理 B.1より, 群H が群N に左から作用していることと同値である.
∗16証明の本質的な部分は本文中の定理 4.3の証明で済ませてあるが, 改めてここにも示しておく. なお, 本文中
ではH がN に右から作用する場合であったが, ここに示すのは左作用の場合であることに注意 (注意 C.1参照).
∗17定義 C.3の演算の式の成分を入れ替えただけでももちろん群になるので, それをH ⋉ϕ N とかくこともある.
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定理 C.1 群N,Hに対し, 準同型 ϕ : H → Aut(N)が与えられているとき,

N ′ := {(n, 1H) | n ∈ N}, H ′ := {(1N , h) | h ∈ H}

とおくと, N ⋊ϕ H = N ′ ⋊H ′が成り立つ. �

証明 まず, N ′, H ′はN ⋊ϕ Hの部分群である：

(1N , 1H) ∈ N ′, H ′ (ϕ1H
−1(n−1), 1H

−1) = (n−1, 1H) ∈ N ′ (n ∈ N),

(n1, 1H)(n2, 1H) = (n1ϕ1H (n2), 1H) = (n1n2, 1H) ∈ N ′ (n1, n2 ∈ N),

(ϕh−1(1N), h
−1) = (1N , h

−1) ∈ N ′ (h ∈ H),

(1N , h1)(1N , h2) = (1Nϕh1(1N), h1h2) = (1N , h1h2) ∈ H ′ (h1, h2 ∈ H).

(演算の成分の対応を見れば, ついでにN ′ ∼= N, H ′ ∼= Hも分かる) ここで, N ′, H ′が定義C.2

の条件を満たすことを確認しよう. (1)について, 任意の (n, h) ∈ N ⋊ϕ Hおよび (n′, 1H) ∈ N ′

に対し,

(n, h)(n′, 1H)(ϕh−1(n−1), h−1) = (nϕh(n
′), h)(ϕh−1(n−1), h−1)

= (nϕh(n
′)ϕh(ϕh−1(n−1)), hh−1)

= (nϕh(n
′)n−1, 1H) ∈ N ′.

よって, N ′ ◁ N ⋊Hとなる. また, (2)は,

N ′H ′ = {(n, 1H)(1N , h) | n ∈ N, h ∈ H}
= {(nϕ1H (1N), h) | n ∈ N, h ∈ H}
= {(n, h) | n ∈ N, h ∈ H}
= N ⋊ϕ H

より成立する. (3)についても, N ′ ∩H ′ = {(1N , 1H)} = {1N⋊ϕH}より成立する. ■

逆に, 内部半直積は内部自己同型に対応させる作用による外部半直積と同型である.

定理 C.2 群N,Hの内部半直積N ⋊Hが定義されるとき, 準同型 ϕ : H → Aut(N)が存在し
て, N ⋊H ∼= N ⋊ϕ Hが成り立つ. �

証明 定義C.2 (1)よりN ◁ N ⋊Hであるから, 写像Φ : N ⋊H → Aut(N); g 7→ lgが定まる.

例B.5よりΦは準同型だから, ϕ := Φ|Hとおくと準同型 ϕ : H → Aut(N)によって外部半直積
N ⋊ϕ Hが定義できる. いま, ι : N ⋊H → N ⋊ϕ H; nh 7→ (n, h)が同型であることを示そう.

まず, 任意に n1h1, n2h2 ∈ N ⋊Hをとる. n1h1 = n2h2とすると, n2
−1n1 = h2h1

−1 ∈ N ∩H
であり, 定義C.2 (3)より n1 = n2かつ h1 = h2となるから, ιはwell-definedであり∗18,

ι((n1h1)(n2h2)) = ι((n1(h1n2h1
−1))(h1h2))

= ι((n1lh1(n2))(h1h2))

= (n1lh1(n2), h1h2)

= (n1, h1)(n2, h2)

= ι(n1h1)ι(n2h2)

∗18一般に, 写像 f : A → B は任意の a1, a2 ∈ Aについて a1 = a2 ⇒ f(a1) = f(a2)を満たさなければならな
い (このとき, 写像 f はwell-definedであるという). 今回の場合, n1h1 = n2h2 ⇒ (n1, h1) = (n2, h2)は全く
もって自明ではない. なお, 逆は自明なので ι−1を用いるとこの確認は不要となるが, その場合単射の確認に定義
C.2 (3)が必要となる (そのように示している文献が多い [5], [6], [8]).
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より準同型となる. また, 定義 C.2 (2)より ιは全射となる. さらに, ι(n1h1) = ι(n2h2)とす
ると, (n1, h1) = (n2, h2)から n1h1 = n2h2なので ιは単射である. 以上より ιは同型なので,

N ⋊H ∼= N ⋊ϕ Hが従う. ■

以上より, 内部半直積と外部半直積の定義は本質的に等価である.

C.3 半直積と直積の関係
最後に, 半直積が直積群の一般化になっていることの確認をしよう. 唐突に登場した内部半
直積の定義条件は, 実は以下の命題から来たものである.

命題 C.1 群Gとその部分群N,Hが, 以下の (1)～(3)を満たすとする：
(1) N,H ◁ G.

(2) NH = G.

(3) N ∩H = {1G}.

このとき, G ∼= N ×Hである. �

証明 ι : G→ N ×H; nh 7→ (n, h)が同型であることを示そう. 定理C.2の証明と同様にして, ι

がwell-definedで全単射であることまでは分かる. 準同型については,任意のn1h1, n2h2 ∈ N×H
をとり, (1)から n2

−1h1n2h1
−1 ∈ N ∩H であることに注意して,

ι((n1h1)(n2h2)) = ι((n1n2)(n2
−1h1n2h1

−1)(h1h2))

= ι((n1n2)(h1h2)) (∵ (3))

= (n1n2, h1h2)

= (n1, h1)(n2, h2)

= ι(n1h1)ι(n2h2)

より従う. 以上よりG ∼= N ×Hである. ■

注意 C.3 命題 C.1のGをN とH の内部直積と呼ぶことがある (これに対して直積群のこと
を外部直積と呼ぶ). �

すなわち, 内部直積の一般化が内部半直積となっているのである. そして, 外部直積 (直積群)

の一般化が外部半直積であることはすぐに分かる.

命題 C.2 群N,H に対し, N の恒等写像 idN 対応させる準同型 i : H → Aut(N); h 7→ idN が
与えられているとき, N ⋊i H = N ⋊Hである. �

証明 (n1, h1)(n2, h2) = (n1ih1(n2), h1h2) = (n1n2, h1h2) ((n1, h1), (n2, h2) ∈ N ×H). ■

D その他の道具 (交換子, supp)

D.1 交換子について
定義 D.1 Gを群とするとき, g, h ∈ Gに対し [g, h]を

[g, h] := h−1g−1hg

で定義し, これを gと hの交換子という. �
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注意 D.1 [g, h] := ghg−1h−1と定義されていることもある. ある集合に左から作用している群
の元に対して交換子を用いる場合は, 定義D.1の方が分かりやすい, と思われる. �

注意 D.2 もし gと hが可換 (すなわち gh = hg)なら, [g, h] = 1Gである. この意味で, 交換子
はある 2つの元が交換可能かどうかを測る指標ということもできる. �

例 D.1 [g, h]−1 = g−1h−1gh = [h, g]である. �

例 D.2 任意の σ, τ ∈ Snに対し, [σ, τ ]は偶置換である. 実際, 例B.1より sgnは準同型なので,

sgn(σ) = (−1)N , sgn(τ) = (−1)M であるとすると,

sgn([σ, τ ]) = sgn(τ−1)sgn(σ−1)sgn(τ)sgn(σ) = (−1)2N(−1)2M = 1 �

D.2 suppについて
定義 D.2 φを群Gから集合Xへの左作用とする. このとき, g ∈ Gに対し supp(g)を

supp(g) := {x ∈ X | φ(g, x) 6= x}

で定義し, これを gの台という. 右作用の場合についても同様に定義する. �

注意 D.3 解析学では, 集合X上で定義された関数 f に対して supp(f) := {x ∈ X | f(x) 6= 0}
で定義される. �

命題 D.1 φを群Gから集合X への左作用とするとき, 任意の g ∈ Gに対して以下の (1), (2)

が成り立つ.

(1) ∀x ∈ supp(g), φ(g, x) ∈ supp(g).

(2) supp(g) = supp(g−1). �

証明 任意に gをとる.

(1)任意のx ∈ supp(g)について, φ(g, x) 6= xよりφ(g, φ(g, x)) 6= φ(g, x)であるから, φ(g, x) ∈
supp(g).

(2) 任意の x ∈ supp(g)について, φ(g, x) 6= xより φ(g−1, φ(g, x)) 6= φ(g−1, x)であるが, 一方
φ(g−1, φ(g, x)) = φ(1G, x) = xであるから, φ(g−1, x) 6= x. よって, x ∈ supp(g−1). 同様にし
て, 任意の x′ ∈ supp(g−1)について x′ ∈ supp(g). ゆえに, supp(g) = supp(g−1). ■
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