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ま え が き

ここ数年の間に，大学の学部で偏微分方程式を学ぶ学部学生の数が目に見え
て増えてきている．しかも，そのような学生の多くが数学以外の分野の学生で
あって，彼らの分野においては数学的厳密さより直観の方が重要視されている
のである．本書を書くに当たり，私は直観的な考え方を刺激するようにしなが
ら，かつ同時に，数学的な厳密さをあまり失わないよう努めた．数学的に高水
準なE-6流の書き方でこの主題を扱うというのが，考えうる一方の極端である
が，このようにすれば，一般には，多くの学部学生にとって何がどうなってい
るのかわからないということになる．その反対の極端な書き方は，微妙な点を
一切捨て去ってしまうことであるが，そうすると学生がわからないだけでなく

● ● ① ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ｡ ● ● ● ● ●

先生まで何の話をしているのかわからなくなってしまうであろう．私は，この
二つの極端な書き方の中間の道をうまく選んで，数学的な考え方を説明して行
こうと努めた．
本番は，過去５年間に私が準備してきた講義のノートに基づいてそれをさら

に発展させたものである．本書は次の点で普通の教科書とは異なる形をとって
いる：すなわち，章ごとに区切って話を進めるという普通の形をとらないで，
それぞれがほとんど独立した４７個の“課”を並べるという形をとったことで
ある．
変数分離と積分変換とがここで論じられる最も重要な解析的な手段である．

モンテ・カルロ法，変分法，制御理論，ポテンシャル論，積分方程式，という
ようなあまり標準的でない話題もいくつか論じることにした．それは，たいて
いの学生が将来いずれは出会うであろうと思ったからである．ここでこれらの
話題を学ばなければ，将来彼らはきちんとそれらの話題を学ぶ機会を恐らくも
たないであろう．
本書は，低学年でも高学年でも１学期あるいは２学期のコースの教科書とし

■■■■■
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v i ま え が き
て使用することができる．本書の予備知識としては，徴積分学と常微分方程式
の知識しか仮定していない．たいていの課は，１課当たり１～２日かかるであ
ろうから，標準的な１学期用のカリキュラムの一例としては，課１～13,15
～17,19～20,22～23,25～27,30～32,37～３９を選んで教えるのもよかろ
う．２学期かければ，問題を解くのに十分な時間をかけながら４７課すべてを
済ませることも難しくない．
本書を書くよう勧誘して下さったWileyの編集部の方を，本書の査読をし

いろいろと助言を与えて下さったChr isRorres教授とM.KursheedAl i "
授に謝意を表したい．本書の改良に役立つ御助言を本書を使った学生や先生か
ら頂ければ大変有難いと存じています.Dorothy,Susan,Alexander,Daisy
Farlowにも感謝します．

Stan l e y J・Fa r l ow
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訳者まえがき

弾性体・流体の力学，熱伝導の理論，反応・拡散の理論，電磁気学，等々，
偏微分方程式で適切に記述される物理現象は多い-見方によれば物理現象す
べてが偏微分方程式によって支配されているともいえる．したがって，工学に
おいても偏微分方程式の知識は重要なものとされて来た．伝統的な数理物理
学，工業数学は，一言でいえば，“応用偏微分方程式論”であった．第二次大
戦後，新しい応用数学が興隆し，工学・技術の世界では偏微分方程式は“重要
な数学分野の一つ”になったとはいえ，計算機の進歩によって大規模な計算が
可能になって現実的な問題に対する偏微分方程式を実際に解くことができるよ
うになったため，その有用性は一層大きく認められている．
しかし正直にいって，偏微分方程式の厳密な数学的理論はかなり難しい-

あるいは関数解析学の立場からどんどん難しいものになされている．応用家に
とって，役に立つ偏微方程式の理論の全貌を学ぶことは，学問の一般的な進歩
にもかかわらず-あるいはそのために一ますます困難になって来ていると
いえないでもない．では一体，応用の立場から本当に偏微分方程式のことを勉
強したい人達はどうしたらよいのであろうか；教えなければならない人達はど
うしたらよいのであろうか．やはり，ある程度厳密性は犠牲にして物理的直観
をまじえつつ，広い範囲をカバーした話題について教え，かつ，学ぶのでなけ
ればなるまい．
本書はそのような授業経験を基にして著された書物であり，著者のまえがき

にもあるように，教室における授業の雰囲気がよく保たれていて，読象やすく
書かれている．各章ばらばらに読んでも小纏まりして､､るところなどは心僧

-



v i i i 訳 者 ま え が き
い．かなり思い切って乱暴な取り扱いをしてある場所もあるが’それも‘‘落ち
こぼれを減らす”効果絶大であると期待される．
やはり，このような書はアメリカでないと作れないとの感が深い・日本にも

このような分野の専門家は多いし’‘ ‘書く気になれば書ける”人も少なくない
であろう．しかし，実際に本を書こうとすると’読者対象のことよりも仲間う
ちの専門家のことが頭に浮かび，つい細部の厳密性に気を取られて‘‘森を見
ず”になりがちで，思い切ってこのような本を書くことができないのではなか
ろうか．
そういうわけで，本書は表題の通り，物理や工学への応用の立場から偏微分

方程式を初めて学ぼうとする者にとっては絶好の書であろう．教える者に対し
ても多くの指針を与える苫であろう．さらに，数学そのものを専門にしようと
する者にも，偏微分方程式に対してこんな見方もあるのかという新しい発見を
与えるかもしれない．
文章表現の厳密性については原本と調子の合った訳文を作るように努めたつ

もりではあるが，ときどき“悪い癖，’が出て，原文より訳文が“数学的”にな
っているのではないかと恐れる．
授業の現場的雰囲気を反映させるためか，原著の図や数表（式）にはかなり

不正確なものがあったが，それをより正確なものに置き変えても訳書の読象や
すさを損うことにはならないと信じて，かなり多くの図を書き直し，数表を計
算し直し，式を訂正した．
本書はしばらく入手困難な状況にあったが，このたび誤植訂正も加えて朝倉

書店より刊行されることになった．さらに多くの学生諸君に活用していただけ
れば幸いである．

1996年１１月
伊 理 正 夫
伊 理 由 美

星Ｉ壷
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第１課偏微分方程式入門

目的：偏微分方程式とは何か，偏微分方程式はなぜ役に立つのか，偏微
分方程式はどうやって解くのかを示す．また，偏微分方程式の種類や型に
よる分類についてもざっと述べる．後の課で詳しく学ぶいろいろな考え方
についても概観する．

流体力学，電気，磁気，力学，光学，熱流，いずれの領域においても，たい
ていの物理現象は一般に偏微分方程式で記述することができる．実際，たいて
いの物理数学の問題は偏微分方程式である．考えている偏微分方程式を簡単化
して常微分方程式に帰着できることがあることも事実であるが，そのような物
理系も完全に記述しようとすれば偏微分方程式の領域に属する問題となる．

偏微分方程式とは何か
● ● ● ●

偏微分方程式とは偏導関数を含む方程式のことである．未知関数が１個の独
立変数だけによる常微分方程式とは異なり，偏微分方程式では未知関数は複数
個の独立変数によっている（たとえば温度狸(〃,ｵ）は位置鈴と時間オによると
いうような具合に)．

よく知られた偏微分方程式の例をいくつか挙げてみよう．記号を簡略化する
ために以下のような記号をこれから使う．

３ 浬 ６ 浬 ８ ２ 浬秘‘＝而邸Z==万万浬"Z==両す……

よく知られた偏微分方程式の例

誕‘＝狸錘錘（１次元熱伝導方程式）
群‘＝誕懇諺十狸"〃（２次元熱伝導方程式）



４ 第 １ 部 入 門

吟『+÷鯉『+去鯉,‘=0(極座標表示のLaplace(ﾗﾌﾗｽ)方程式）
z4"=zfza:+誕""＋邸ごど(３次元波動方程式）
郡“＝狸ｪ垂十α鄭‘＋β狸（電信方程式）

上の例に対する注意
● ●未知関数邸は常に２個以上の変数の関数である．微分される方の変数〃を従

属変数と呼び，微分する方の変数を独立変数と呼ぶ．たとえば，方程式

Z f j = " Z Z

においては，従属変数〃(範,２）が二つの独立変数坊とｊの関数であり，方程式

“‘=鯉"+芸迦『+去灘‘，
では〃(γ,６，ｔ）は三つの独立変数γ,６，オの関数である．

偏微分方程式はなぜ役に立つのか

物理学におけるたいていの自然法則，たとえば,Maxwell(マツクスウエル）
の方程式,Newton(ニュートン）の冷却法則,Navier-Stokes(ナウイエ．
ストークス）の方程式,Newtonの運動方程式，量子力学のSchr6dinger(シ
ュレーディンガー）方程式などは偏微分方程式によって表されている（あるい
はそのように表すことができる)．すなわち，これらの法則は，物理現象を空
間微分と時間微分の間の関係という形で記述している．これらの方程式に導関
数が現れるのは導関数が自然な概念（速度，加速度，力，摩擦，磁束，電流の● ■ 。 。 ．

ような）を表すからである．このようにして，われわれの求めたいある未知量
の偏導関数に関する方程式が得られるのである．
本書の目的は読者に次の二つのことを示すことである．
’・物理の問題をどのようにして偏微分方程式の形に定式化するか（すなわ． ・ ・ 。 ●

ち，数学モデルの構成法)．
２．偏微分方程式（初期条件，境界条件も含めて）をいかにして解くか．● ●

問題の定式化の話は数課あと回しにして，まず偏微分方程式の解き方について
ざっと眺めることにする．

-
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第１課偏敬分方程式入門

偏微分方程式はどうやって解くのか

５

これはよい質問である．実際家が使える手法集がすでにある．その最も重要
なのが偏微分方程式を常微分方程式に変える方法である．実際に役立つ方法
１０種を挙げると次の通りである．

１．変数分離刀変数の偏微分方程式を刀個の常微分方程式に変える方法．
2．積分変換刀個の独立変数の偏微分方程式を宛-１変数の偏微分方程式

に変える手順．したがって，２変数の偏微分方程式は常微分方程式に変
えることができる．

3．座標変換取り扱う問題の座標を変換すること（座標軸を回転するこ
と，など）によって，元の偏微分方程式を常微分方程式あるいはもっと
取り扱いやすい別の偏微分方程式に変える方法．

4．従属変数の変換偏微分方程式に含まれる未知関数を，求めやすい新し
い未知関数に変換する方法．

5.数値計算偏微分方程式を連立差分方程式に変え，計算機を使って反復
法で解く方法．可能な方法がこれしかないような場合も多い．偏微分方
程式を差分方程式で置き変える方法の他に，多項式関数の形の近似解
(スプライン関数近似，など）を求める方法もある・
摂動法非線形問題の解法を,一連の森形商窪の解法に変える方法．

● ● ● ● ● ● ● ●

インパルス応答法問題の初期条件と境界条件を単純なインパルスの形
●

●

６

７

に分解し，各インペルスに対する応答を求める手法（線形な問題に対し
てのみ有効)．これらの応答を加え合わせることにより全体の応答が求
められる．

8．積分方程式偏微分方程式を積分方程式（積分の中に未知関数が含まれ
る形の方程式）に変える方法．積分方程式はまたいろいろな方法で解か
れる．

９．変分法最小化問題の形に方程式を書き直して，偏微分方程式の解を求
める方法．ある式（全エネルギーを表す式であることが多い）の最小値
が偏微分方程式の解になっていることが多い．

● ● ● ●

10．固有関数展開偏微分方程式の解を固有関数の無限和の形で求める方
法．これらの固有関数は元の問題に対応するいわゆる固有値問題を解く
ことにより求められる．



第 １ 部 入 門６

偏微分方程式の種類

偏微分方程式はいろいろな基準によって分類される．分類が重要なのは，一
般的な理論や解法はある特殊な型の方程式に対してしか適用できないのが普通
だからである．基本分類基準は次の６通りである．

● ● ● ● ● ● ● ● ●１．偏微分方程式の階致方程式中の偏導関数の最高次数を偏微分方程式の
階数という．たとえば，

〃&＝〃ｚ毎 は２階
" 8 = = " z は１階
〃‘＝狸誕璽率+sin記は３階

2．独立変数の個数たとえば，
郷‘＝吟諺は２変数（釘とz)

“‘=""+÷鯉『+圭泌‘‘は3変数(ｧと'と'）
● ● ● ● ●３．線形性偏微分方程式は線形か非線形かである．線形偏微分方程式とい

うのは，従属変数狸とその導関数が方程式の中にすべて線形で現れる
（たとえば，それらの積とか２乗とかが方程式の中に現れることはない）
もののことである．より正確にいうと，２階の２変数線形偏微分方程式
は次のような形をしている．

( 1 . 1 ) A 狸 諺 " + B z J z " + C " " + D " z + E " " + F I J = G
● ●ここでA,B ,C ,D ,E , F ,Gは定数あるいは与えられた独立変数節'〃の

関数である．たとえば，
""=e-0"zz+s inオは線形
郵郵エェ＋型&＝０ は非線形
邸おお+"""=０ は線形
" " z + y " " + " 2 = 0は非線形

４．同次性方程式（1.1）は右辺G(" , " )があらゆる範,〃に対して恒等的
に０であるとき同次であるという･G(" , " )が恒等的には０でないとき
方程式は非同次であるという．

５．係数の種類式（1 .1）の係数A ,B ,C ,D , E , Fが定数であるとき，
（1.1）は定数係数であるという（それ以外のときは変数係数であるとい
う）．

ｒ ニ Ｘ Ｔ _ ･ - ？ 院 - ． ー 垂 . 一 一 ｒ 一 一 寺 ｡ ＝ 尻 可 マ コ 云 言 ｒ １ Ｆ , 弄 寺 マ ー マ ー ー ーけ - - - - - 一 一 Ｐ ＝ ー -



第 １ 謀 偏 敞 分 方 程 式 入 門 ７

６．線形方程式の三つの基本型線形偏微分方程式（'. '）は次の三つの型の
いずれ力､である：
( a ) 放 物 型
( b ) 双 曲 型
( c ) 桁 円 型

放物型放物型方程式は熱流や拡散の過程を記述するもので,B２-４AC
＝０を満たす．

双曲型双曲型方程式は振動や波動を記述するもので,B2 -４AC>０
を満たす．

精円型楕円型方程式は定常状態の現象を記述するもので,B２-４AC
＜０を満たす．

例
(a)2&&=2Z"" B２ -４AC=０は放物型
( b ) 2 ' " = " " B２ -４AC=４は双曲型
( c ) z d f w = ０ B ２ - ４ A C = １ は 双 曲 型
( d )郷諺丞+ " " = 0 B 2 -４AC = -４は楕円型

｜襄犠難(e)""諺鍾+z/""=0B２-４AC=-４３/
t-vf,

(変数係数のときは各点で状況が変わる.）

注意

1．一般に,B２-４ACは独立変数の関数である．したがって，方程式は定義
域において，ある基本型から他の基本型に変ｵつることがありうる（あまり
そういうことはないが)．

2．線形方程式の一般形（1.1）は独立変数を〃，〃として書いてあるが，２変
数のうちの一つが時間で，したがって変数が鯨とオであるような問題も多
い．

3．一般的な分類図を図１．１に示す．

里
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線形性

階数

｢ 可 一二一］係数の種類
(線形方程式）

同次性
(線形方程式）

変数の個数

｢-悪璽一「雨珂一"̅可基本型
(線形方程式）

図１．１偏微分方程式の分穎図

練習問題

１．次の方程式は図１．１のどこに分類されるか．
(a)"C=秘垂毎+２榔雰十秘
(b)"c=認毎z+２-#
(c) "zz+３榔露"＋郡""=s in"
(d)""=解解露aFzz+e-6

2．偏微分方程式群6=f4Z諺の解を何個見いだせるか．秘(",r)=e(xz+b#という形をして
いる解を試してみよ．

3．郷,(露,〃）と泌2(露,〃）がそれぞれ方程式（1.1）を満たすとき，その和も式（,.,）を
満たすといえるか．もしそうなら，それを証明せよ．

4．偏微分方程式の中で最も解きやすいものは，恐らく，方程式
血L竺辿=０６〃

であろう．この方程式を解くことができるか．（この方程式を満たすすべての関数
秘(郭,ｇ）を求めよ.）

5．偏微分方程式

でａ＝み-１当追匡４凡凸ｔ６-凸抑『一馬LO・砧も哩三凸匙．-＝Ｌ・一-．：｡＝弓Ｙ私一一屋毎穿〃や ～ ぬ ご - 一

線形 非線形

１ ２ ３ ４ ５ ■ ■ ● 〃２

同次 非同次

１ ２ ３ ４ ５ ｡ ■ ① 〃
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鋪１課偏厳分方程式入門 ９

鶚ﾃ)=０
についてはどうか，この方程式のすべての解を求めることができるか．（どのくら
いたくさんあるか.）上の偏微分方程式と常敬分方程式

０一一
〃》２
２

工

，α，ａ

とでは，解の個数がどのくらい異なるか．

参考書

1.P.W.Berg,J．L.McGregor,E/eme"αか”γ"αノDiガゼγ”〃αIE9"α"O"S9
Holden-Day,1966.書き方がはっきりしていて，良い問題がいくつも挙げられて
いる．持っていて損のない良書である．

２．R . L . S t r e e t , A郡a l y s i s c " d S o ﾉ郷 " ” " "γ "α /D i f b 7 ' e " " " J E 9 " " o " s ,
Brooks/Cole,1973.本書で取り上げる話題も多く含んでいる良書．

Ｌ
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拡散型の問題
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第２課拡散型の問題(放物型方程式）

目的：熱流や拡散型の問題のモデルとして放物型偏微分方程式をどのよ
うに使うかを示すこと．いろいろな項（狸‘,誕垂,誕垂霊,郷など）の物理的意味
を説明し，放物型方程式の例を二三挙げる．
初期値・境界値問題の考え方を一つの例に沿って導入する．放物型の問

題に対する直観的な感じを読者につかんでもらうことがこの課の主な目標
の一つである．

ｌ
ｌ

まず最初に，簡単な物理の問題を一つ取り上げて，それが数学モデル（偏微
分方程式を含む）によってどのように記述できるかを示す．次に問題を複雑化
して，新しい状況を記述する新しい偏微分方程式を示す．この課の偏微分方程
式を導き出したり解いたりすることはここではしないで，後の課に譲ることに
する．

簡単な熱流の実験

次のような簡単な実験をいくつかの段階に分けて行うと想像して象よう．
〈ステップ１＞まず，十分に長い（たとえば長さL=2mの）直径2cmの

棒（たとえば銅の棒）を選び，その側面（両端を除く）に絶縁体を巻きつけ
る．内側に絶縁物を詰めた銅の管材を使ってもよい．要するに，熱は棒の端か
ら定ら流入．流出し，側面の境界からは出入りできないようにしておく．
〈ステップ２＞次に，温度が十分長い時間ある温度乳に保たれているよう

な環境にこの棒を置き，この棒全体が周囲と同じ定常状態の温度になるように
する．簡単のため，周囲の温度を羽=10｡Cとする．
〈ステップ３＞ｊ＝０のときこの環境から棒を取り出し，棒の両端に二つの

熱涼をつける．その目的は,棒の端を特定の温度T,およびT2(たとえばT,
＝０°C,T2=50.C)に保つことである．いいかえれば，二つの自動温度調節装

二



１ ４ 第 ２ 部 拡 倣 型 の 問 題

置が絶えず棒の両端の温度を監視し，温度が上記の値Ｔ】およびT2と異なる
とただちに強力な加熱（冷却）装置が作動して温度を調節する．図２．１にその
ような実験装置を示す．

右端の温度を
T苫に保つため
の加熱・冷却
装設

左端の温度を
７１に保つため
の加熱・冷却
装謹

-

いろいろな時刻における温度分布
のグラフを表示するスクリーン

図２．１熱流実験の模式図

〈ステップ４＞棒の温度分布を適当な表示装置で監視する．（この種の実験
にどういう意義があるかはまた別の問題である．このことについては後で述べ
る.）
これで実験についての話は終わりである．この課の主目的は，この物理の問

題（およびその変形）が放物型偏微分方程式でどのように説明される（モデル
化される）かを示すことである．

熱流実験の数学モデル

上の物理の問題を記述するには３種の式が必要である
● ● ● ● ● ●１．熱流の物理現象を記述する偏微分方程式

!b“．古←ムダ-ｒニム _、 - - 喝 守 ･ 万 2 言 宝 ＝ 、 足 忌 ＝ 毎 丁 度 ア ． ーn ･ 一 垂 . ， ＝ . q ざ - ， q 』 寺 ﾑ 恥 . - m L “ 盆 恥 4 . 2 Ｌ Ｌ - Ｌ ６ - - ･ り 、 , , ｡ - - - . 〃

① 凸 ｳ
伊 申 申



1５第２課拡散型の問題(放物型方程式）
● ● ● ●

この問題の境界における物理的性質を記述する境界条件
● ● ● ●

実験開始時における物理的な現象を記述する初期条件
●

●

２

３

熱伝導方程式

１次元熱流の基本方程式，すなわち
( 2 . 1 ) ★ 偏 微 分 方 程 式 狸 ‘ ＝ α 2 浬 鍾 工 ( 0 < " < Z , , 0 < j < - )
は，

郡‘＝温度の時間変化率（単位はK/s)
と

● ● ● ● ● ●

誕垂諺＝温度分布郡(勢,ｵ）のへこみの度合
（ある点の温度をその近傍点の温度と比べたもの）

● ● ● ● ● ● ●

との間の関係をつけるものである．後の課でこの式を基本的な熱量保存の方程
式から導出するが，当面この方程式自身の性質を調べてみることにする．この
式は，（棒の上のある点おのある時刻オにおける）温度〃(鰯,2）が，誕鍾錘が正で
あるかあるいは負であるかに従って増加する（郡‘＞0）かあるいは減少する（狸‘
＜0）かであるということを述べているに過ぎない．図２．２は棒に沿ったいろ
いろな点での温度変化の様子を図示している．

〃

多呼。四ｊは＋△

Ｉ

度

」
｜
’

Ｘ

図２．２邸‘＝α2脚鰹雪に従う温度変化を表す矢印

どうして泌舜が熱流を測っていると解釈できるのかを示すために，郡z諺を次
のような差の商で近似してみよう：
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灘霞鰯(砿,‘)臺方[‘‘(慾+“‘)-2灘(慾,')+座(慾-",戯)］
1６

これは

鯉塞伽臺志["(璽十卿)ず"(鰯-"，‘)-"(灘,‘)］
のように番き直せるから，次のような邸r垂の解釈が得られる．

１．温度鰹(",z)が二つの近傍点の温度の平均より小さければ，認韮室>0で
ある（この場合，鰯へ流入する総熱流は正である)．

２．温度〃(露,ｆ）が二つの近傍点の温度の平均に等しければ,"zz=0であ
る（この場合，範へ流入する総熱流は零である)．

３．温度〃(",ｵ）が二つの近傍点の温度の平均より大きければ，誕璽露＜０で
ある（この場合，範へ流入する総熱流は負である)．

図２．２にはこのことが模式的に描いてある．いいかえれば，ある点蕗の温度が
その両側の近傍の点範-４節および韓十４〃の温度の平均より大きければ，坊の
温度は減少することになる．そして，その減少速度〃‘は正確にはこの差に比
例するというわけである．比例定数α２は物質に固有のものである．この定数
については，この先の二三課でさらに論じることにする．

境界条件

すべての物理の問題には何らかの境界があるといってよい．したがって，問
題を適切に記述するためには境界で何が起きているかを数学的に記述しなけれ
ばならない．われわれの実験では境界条件は大変簡単である．すべての時刻
ｵ＞０において，二つの端点坊＝０および鯨=Lでの温度をT,およびｚに
それぞれ固定しておいたから，単に，

伽★境界条件:{遡麓(｡<‘<･･）
としておけばよい．

初期条件

すべての物理の問題は時刻のある値（#＝０と呼ぶのが普通である）から始
まるはずである．したがって，この時刻において状況がどうなっているかを明
確にしておかなければならない．われわれの実験では，棒の温度がある一定の

▲＝ 幸 ﾋ ｰ ｰ ｭ ｰ ｰ 古 、 乏 一 引 恩 晶 冗 五 三 一 戸 定 ﾆ ｰ ‘ 五 一 二 F ﾛ ー ー ｡ - 画 - - 一 ・ 一 一 一 一 口 ･ - -
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第 ２ 課 拡 散 型 の 問 題 ( 放 物 型 方 程 式 ） １ ７
温度乃に達したときから棒の温度を監視し始めたから，
( 2 . 3 ) ★ 初 期 条 件 ： 〃 ( " , ０ ) = T I ( 0 < " < L )
である．

これで，われわれの実験の数学的記述は終わった．式（2.1)，（2.2)，（2.3）
● ● ● ● ● ● ● ●

をまとめて書けば，初期値・境界値問題と呼ばれるものが得られる：
偏微分方程式狸 ‘＝α2浬夢露 ( 0 < " < L , ０ < r < - )

｛:朧琴｡(｡<腹く．．）( 2 . 4 ） 境 界 条 件

初 期 条 件 群 ( " , 0 ) = T b ( 0 < " < L )
ここで面白いことは-明らかでは決してないが一問題(2.4）を満たす関数
"(範,ｵ）が唯一つ存在するということである．そして，それが棒の温度を表す
ことになる．したがって，とりあえずのわれわれの目標は，（2.4）の唯一の解
"(範,ｵ）を求めることである．

この課を終える前に，この基本問題の変形について少し話をしよう。まず，
熱伝導方程式江2=="2ZJ""の二三の変形から始めよう・

拡散型方程式（続）
側面から温度差に比例する熱損失がある場合

方程式
"C=="2"z鯵一β(郵一認｡）

は，棒に沿っての拡散α2"諺”と棒の側面からの熱の流出（あるいは流入）と
の両方がある場合の棒の熱流を記述している．熱損失すなわち熱の流出（β(秘
一群0)＞0）あるいは熱の流入（β(誕一狸｡)＜0）は，棒の温度狸(",z)と周囲の媒
質の温度狸ｏとの差に比例する（比例定数がβ)．α２に比べてβが非常に大
きいときは，棒に沿っての前後ゐ熱の流れは側面殿釣ら-tゐ熱の流れに比べ
て小さいことになる．したがって，熱は近似式郷‘＝一β(郷一郡0）に従って（各
点ごとに）側面を横切って流れ出るであろう．
化学においては邸が濃度を表すような現象がある．このとき，式

ZJC=="2"ZZ-β(〃一群0)
は，物質濃度の変化率邸‘が（鉱方向の）拡散による項α2誕露諺と，化学反応に
より二つの濃度群と郷。の差に比例して物質が生成される（β＜0）あるいは崩
壊する（β＞0）という事実による項とから成っていることを物語っている．

’

ｉ
｜
’

’
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第 ２部拡散型の問題1８

内部に熱源がある場合

非同次方程式
"!="2zJzz+/(",2)

は，（棒の各点鯨，各時刻オにおいて)f(",z)だけの内部熱源が棒に与えら
れている場合に対応する．電流が流れる導線が棒の中を通っていて，その抵
抗により一定の発熱f(",r)=Kがあるというような場合を想像してみてもよ
い．

対流と拡散とがある場合（拡散・対流方程式）

速度〃で流れる流れの中を汚染物質が運ばれていく様子を考えよう．物質の
濃度狸(難,ｆ）が場所難（流れに沿っての距離で，下流方向を正とする）と時刻ｆ
との関数として変化することは明らかである．このとき，変化率郡‘は拡散・
● ● ● ● ●

対流方程式
狸８＝α2群垂ｚ-〃〃ェ

で定められる．α2"zzの項が拡散の影響を表し，-""ｚが対流の成分，すなわ
ち流れによって物質が運ばれることによる濃度変化を表す．汚染物質が主に拡
散するのか対流で運ばれるのかは二つの係数α２と〃との相対的な大きさによ
る．煙突から立ち上る煙を見たことがあるであろう．この場合，煙の粒子は暖
ぃ空気とともに上の方に対流で運ばれ，それと同時に空気の流れの中で拡散し
て行く．
熱伝導方程式には以上のような変種があるが，その他，棒の境界条件をいろ

いろな物理的状況に応じて変更することもできる．第３課では，そのような変
更について述べよう．

注意

係数α("）が定数でなく場所の関数であるような熱伝導方程式郷‘＝
α2(鯨)誕諏諺は，棒の内部の拡散が範に依存する（すなわち材質が均質でない）
問題に相当する．たとえば，銅と鋼の板を隣り合わせて置き（図２．３参照)，
銅板の左側を狸(0,2)=0･Cに固定し，鋼板の右側を誕(L,2)=20･Cに固定す
ると，熱流を表す偏微分方程式は

〃‘＝α2(鯵)"諺諺(0<"<L)

凸一 - ‘ ･ ' - 字 孟 言 記 ア 乃 冒 壼 邑 Z 舌 ｒ ｬ 夢 _ 了 ・ Ｆ 皇 △ 穿 冒 さ 室 言 ・ 輯 一 三 ? ＝ ｒ 辰 三 勺 雷 - 』 冒 壷 昌 一 _ 『 ＝ 詞 寿 T ･ 丘 笥 弄 ； 一 一 一 〒 言 ： ． ． ＝ 巴 一 ． ． ， - ̅ - ． - ．
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第２課拡倣型の問題(放物型方程式） 1９

-

１

(L,t)=20･C｡Ｃ

-

１
１
１
４
ノ
ノ

ニ

ノ

" (0 , r )=0 画

鋼銅 ■■■■■

O L / 2 L

岸 一 > x ( 1 次 元熱流）

図２．３

(0<露く会）
(芸<"<L)仁襄:麓:菫α(範)＝

となる．

練習問題

1．棒の温度の初期値が
郡(ｴ,0)=sin兀韓(0<z<1)

で境界条件が
"(0,#)=0
籾(1,2)＝０

であるとき，その後の時刻における棒の温度解(露,#）はどうなるか．
ヒント熱伝導方程式郷‘＝α2郡謬毎の物理的解釈を使え．

2．棒がある一定の内部熱源をもつとする．すなわち，棒の内部の熱流可
式が

棒の内部の熱流を表す基本方程

鋤＝α2郷”＋１（0＜〃＜1）
であるとする．また，両境界での温度は郡(0,#)＝０，脚(1,#)＝１に固定しておくと
する．棒の定常状態での温度分布はどうなるか．すなわち，温度解(韓,#）は時間に
関係のない温度分布U(")に収束するか．
ヒント郷$＝０とおいて，その温度をグラフに描いてみるとよい．また，温度の初

里



２０ 第２部拡倣型の問題

期値を零として，それからの温度分布の形をいくつか描け・
3．側面からの熱の出入りもある金属棒の温度が方程式

"Z=="2"Zエーβ秘(0<ｒ<1)
に従うものとし，また，棒の両端の温度は“(0,/)=1, " (1 ,/ )=1に保たれている
とする．棒の定常状態での温度を求めよ（そのグラフを描け)．この問題で，熱は
どこをどのように流れているか．

4．側面が絶縁された長さL==1の金属棒の温度の初期値がsin(3万ｴ）で，左端と右
端が温度０°Ｃと10･Cに固定されている．この問題を記述する初期値・境界値問題
はどうなるか．

参考書

１.A．］Ａ、N.Tikhonov,A.A.Samarskii,EqzJα魔o"sqFMα蛾e郡α〃ccJP"ysics,
MacMillan,1963.百科事典的な情報集である．良い例題，問題がたくさん含まれ
ている．

企- . ｴ ？ ▲ 一 ■ 一 ■ ゆ 巳 一 一 一 - 一 一 一 一 一 一 一 一
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第３課拡散型問題のいろいろを境界条件

目的：熱流および拡散型の問題にはいろいろな境界条件が現れることを
示し，フラックス（流束）という重要な概念を導入すること．

ここで取り扱う境界条件の主な型は次の三つである：
１．露＝９(ｊ）（境界の温度が与えられている）
ｚ祭十』灘=,(')(周囲の媒質の温度が与えられている;"噸界の外

向き法線）3:=9(,)(境界をよぎる熱流が与えられている）
熱流の問題に登場するいろいろな型の境界条件について述べるとき，普通に

考えられるのは三つの基本的な型である．第３課ではこれら３種の境界条件を
論じ，それらの境界条件に対応する実験の例を挙げる．

第１の型の境界条件（境界の温度が与えられている場合）

図３．１に示すような１次元の棒の中の熱流を考えよう．棒の両端の温度は，
それぞれ，与えられた温度曲線９，（２）および９２(ｵ）に従うものとする．

側面は絶縁されている

"(L,t)=g２(８)"(O.r)=g１(t)

０

ト ー ＞ ｘ

Ｌ

図３．１境界の温度が与えられている場合

前課で述べたように，棒の端を指定された温度に保つ装置は，両端にサーモ
スタットをつけてさらに温度を調整するための加熱（あるいは冷却）装置をっ

」-



２ ２ 鋪 ２ 部 拡 倣 型 の 問 題

けることが必要である．そのような境界条件の問題はかなり普通のものであ
る．棒の内部の温度が望ましい形になるようにするには，境界温度g,(2)およ
O<92(t)をと‘のように制御したらよいかを決めることが問題の最終目標になっ
ている場合もある．製鉄業では，炉内の金属の温度を時間とともにある変化を
させながら，かつ，炉内での温度がなるべく一様である，すなわち炉内の点で
の温度勾配がなるべく小さくなるように境界温度を制御する必要がしばしばあ
る．
似たような型の境界条件は，より高い次元の領域，たとえば２次元領域，に

対しても適用可能である．たとえば，境界温度が極座標で
z4(R,6,2)=cosfsin6

と与えられているときに（半径Ｒの）円板の内部の温度を求めるという興味あ
る問題を考えてゑてもよい．図３．２を見よ．

"(R'(ｊ,r)

０

" ( R , 0 , r ) = c

図３．２壌界温度が振動する場合

もちろん，この実験を開始するには初期温度が与えられていなければならな
い．しかし，この場合，初期条件の影響はごく短時間の後に消えてしまい，円
板内部の温度は境界温度にしか依存しなくなるであろう．

第２の型の境界条件（周囲の媒質の温度が与えられている場合）
ここでもまた，側面を絶縁した銅の棒を考えよう．ただし，今度は，二つの

境界の温度9,(t),92(t)が与えられるのではなくて，温度が9,(t),92(z)の
周囲の媒質に棒の両端を接触させるだけにする．いいかえれば，棒の左端を時

ー



第３課拡散型問題のいろいろな境界条件
間とともに変化する温度9, (2 )の液体を入れた容器の中に入れ，
92(2)のもう一つの液体に入れる（図3.3) .

２３

右端を温度

温度g2(t)に保たれた液体温度g'(t)に保たれた液体

図３．３境界での対流冷却

このような型の境界条件では，棒の両端の温度が液体の温度92(#),92(2)に
等しくなるとはいえないが，棒の一つの端の温度がそこの液体の温度より低い
ときには，その温度差に比例して熱が棒に流れ込むということはわかる
(Newton(ニュートン）の冷却の法則).すなわち，両端が露=0および範=L
であるような１次元の棒については,Newtonの冷却の法則は

仁:廷鯛鶇童震曼鰕脇三澱(3.1）

である．ここで，ｈは熱交換係数といい，境界面を通して温度差１単位あたり
毎秒何ジュール（あるいはカロリー）の熱の流れがあるかを示す尺度である．
また，外向きの熱流束（フラックス）とは棒の端をよぎる毎秒の熱のジュール
数である．棒の温度が周囲の媒質の温度より高いときに両端の外向きの熱流束
が正となることに注意せよ．式(3.1）とFourier(フーリエ）の冷却の法則と
を組承合わせると，われわれの境界条件に到達する．Fourierの法則は，外向
きの熱流束の第２の表現を与えるものである（第１の表現が（3.1))．これら
二つの表現を等しいとおくことによって，われわれの境界条件が得られる．ま
ずFourierの法則を述べておく．（これは実験的に証明されている.）
(3.2)★物体のある断面をよぎる外向きの熱流束は，その断面に

おける内向き法線方向の導関数に比例する．
この法則が述べていることは，「(図３．４の)Dの境界から外向きの方向に温度

● ●

が急激に増加するなら熱は周囲の媒質から領域Ｄの中へ流れる」ということ
である．
われわれの１次元の問題では,Fourierの法則は次のような形になる：

里



第２部拡散型の問題２４

脚剥<O(ここでは外へ熱が流れ出る）

即一助

は外向き法）つけたもの

図３．４Fourierの法則の説明

に惠震噸蕊菫(3.3）

ここで，えは金属の熱伝導度といい，物質がどのくらいよく熱を伝えるかの尺
度である．（ほとんど熱を伝えない物質は零に近い値をとり，一方，銅とかア
ルミニウムは大きい値をとる.）
Fourierの法則(3.3)は棒の内部至るところで（ちょうど端点のところは除

いて）実際に成り立つ．たとえば，

(")★（左から右へ)鰯｡をよぎる熱流束=-た鶚』
● ● ●

図３．５を見よ.Fourierの法則(3.4)によれば,""("0,z)<0なら熱は左から
● ●

右へ流れ，郵墾(",2)>0なら点露｡を通過する熱の流れは右から左になる（熱は
必ず温度の高いところから低いところへ流れる)．

このようにして，熱流束についての二つの式(3.1)および(3.3)を使って，
図３．３の実験に対して求める境界条件の数学的な形が得られる．すなわち，

全



第３課拡散型問題のいろいろな境界条件 2５

熱い

＜０

刃 , " > C

熱流の方向 ＩＩ

死
X O XO

図３.５Fourierの法則のもう一つの説明

幽器且=会["(0,‘)-9‘(‘)］_筈…伽①筆⑪境界条件

定数ｈ/だのことをよく単にスと書く．そうすると，棒の端をよぎる熱の流れ
に対する境界条件は

〃毎(0,2)=A["(0,r)-9,(")]（3.5）
狸諺(L,2)=-ｽ["(L,2)-92(t)]

となる．
高次元でも似たような境界条件が考えられる．たとえば，円板の境界が温度

９(０，ｫ）の動く流体に接触しているなら，境界条件はazz(4,",')=-会["(R,0,2)-9(6,2)]
８γとなる二こで祭(R,6,z)IX,"の外向き法線方向(正の『方向)の導関数

の境界上の点(R,6)における値を表す．この種の境界条件は線形境界条件と
呼ばれる（〃と〃rについて線形であるから)．しかし，右辺に9(6,2)という
項があるから，これは非同次な条件である．



第 ２ 部 拡 散 型 の 問 廼2６

第３の型の境界条件（熱流束が与えられている場合一端が絶縁さ
れている場合も特殊な場合として含む）

絶縁された境界というのは，いかなる熱の流れの通過も許さないような境界
のことである．したがって，（内向きあるいは外向きの）法線方向の導関数は
境界上で零でなければならない（垂直な導関数は熱流束に比例するから)．１
次元の棒で〃＝０および範=Lに絶縁された端がある場合には，境界条件は

"z(0,r)=0
" ; < Z , f ) = 0 ( 0 < ' < ｡ ｡ )

となる．
２次元の領域の場合，絶縁された境界というのは，境界での温度の法線方向

● ● ● ●

の導関数が零であることを意味する．たとえば，円板が境界で絶縁されている
ときには，境界条件はすべての０＜β＜２元とすべての０＜ｵ＜-に対して
zcr(R,6,z)=0となる．
一方，この円板の境界をよぎって入ってくる熱の量が与えられているときに

は，境界条件は
"r(R,6,2)=f(6,2)

となる．ここでf(6,r)は円板の外の熱源から円板の中へ入ってくる熱量を表
す．

さて，このような種々の型の境界条件の例を挙げよう．

１次元熱流の典型的な境界条件

長さ2mの銅の棒の側面が絶縁され，初期温度が０．Ｃであるとする．棒の
上の端("=0)は絶縁されておh,下の端("=2)は一定温度92(r )=20･Cの
流水の中に沈められている（図3.6)．
次の四つの式がこの問題に対する数学モデルとなる：

偏微分方程式郷&= "2 z u z z ( 0 < " < 2 , 0 < z < - )

｜::順釡肌‘)_"]《'＜’く｡．，( 3 . 6 ） 境 界 条 件

初期条件狸(銘 ,０ )＝０（0＜弱く2）
ここで

』△
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第３課拡散型問題のいろいろな境界条件 2７

"x(0 ,8)=0
(x=0のところは絶縁されている）

れている

‘‘蟹(2,')=-会["(2,')-20］
＝2における境界条件）

図３．６初期値・境界値問題

α2＝1.16×10-4m2/s(銅の熱拡散率）
た＝3.89×102J/m｡s･K(銅の熱伝導度）
ん＝熱交換係数
二と自身，難しい問題である．棒の底面２このｈを定めること自身，難しい問題である．棒の底面と周囲の水との間で

熱がやりとりされる割合を示し，水がどのくらい速く循環するかとか’接触面
の性質とか，その他いろいろなものの関数である．この値を定めるには，実験
をやらなければならないであろう．

注意

1．図３．７に，一つの典型的な正方形内部の熱流の問題を示す．この問題で
は，正方形内部の初期温度〃(鈴,ン,０）（オー0）を与えると，その後引続い
て図に示す偏微分方程式と境界条件が０＜β＜-においてずっと成り立
ち，それによって以後の温度狸(難,〃,＃）が決まる．しかし，温度分布がど
のようなものであっても，図３．７の境界条件は満たさなければならない．



第２部拡敬型の問題2８

］ 【 一 の 麺 扇

"x(0 ,y . r )=-ハ(r
(この境界をよぎる熱量

A(f)である

1,8)-１０１１

場

α
樹
一
腰 媒質の温度は

10℃である）

"(x"O,r)=g, (r )
(この境界の温度はg'(f)に固定されている）

図３．７正方形内部の拡散問題に対する典型的な境界条件

2．円周上の境界条件

",(R,',')=-g["(R,,,')-9(',')]
からは境界の温度が9(6,")であることにはならないが，熱交換係数ｈが
大きいときには実質的には境界の温度〃(R,8,2)が9(6,#)とほとんど等
しいということになる．

練習問題

1．初期値．境界値問題(3.6)の解のいろいろな時刻における概形を描け．その概形は
境界条件を満たしているか．棒の定常状態の温度分布はどうなるか．直観的には’
それは明らかか．

２．次の初期値・境界値問題はどう解釈できるか．
偏微分方程式郡#="2zgzz(0<"<１１０<2<" )

噺条件｛郷聲Ⅲ《0<‘<｡.）
初期条件郷 ( " , 0 ) = s i n ( た露 ) ( 0 < " < 1 )

いろいろな時刻における解の概形を描くことができるか●温度分布は定常になる
か．そのことは明らかか●

ib
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第 ３ 課 拡 散 型 問 題 の い ろ い ろ な 境 界 条 件 ２ ９
３．次の問題の物理的意味は何か．

偏微分方程式解@= " 2 " z z ( 0 < z < 1 , 0 < # < " )

境縣件｛:::::薑:(0<‘<・・）
初期条件郡 ( z , 0 ) = s m ( " z ) ( 0 < z < 1 )

いろいろな時刻における解の概形が描けるか．定常状態の温度についてはどうか・
4．側面が絶縁されていない金属棒の初期温度が20｡Cで，その後直ちにその一端を

50｡Cに固定するものとする．棒の残りの部分を温度30｡Cの溶液の中に沈める．こ
の問題を表す初期値・境界値問題はどうなるか．

参考書

１．Ｈ､S.Carslaw,J.C・Jaeger,C""c"@"QfHeａ２j"So"dS,OxfordUniversity
Press,1959.多くの物理の問題の境界条件を論じた優れた参考書である．

2.C.S・Peskin,"γ,趣ID〃どγe祁鯨ａIE"α"o"si"BioﾉOgy,CourantInstitute
ofMathematicalSciences,1976.神経細胞，内耳，心臓の血管組織のような生物
現象の偏微分方程式によるモデル化がなされている．



第４課熱伝導方程式の導出

目的：熱量保存の法則から１次元の熱伝導方程式
" '= "2 " z z+ / ( " , r )

を導き出す方法を示すこと．熱伝難,熱鶴,雛などの物理的概念を
論じ，熱が伝わる速度がこれら三つの基本的な物理パラメータにどのよう
に依存するかを示す．基本的な熱伝導方程式の二三の変形についても論じ
る．

どんな科学の分野においても，まず一組の仮定を自明なものと認めてそこか
ら出発して，それらを基にして他のすべての概念を導き出す．もちろん，ある
人にとって自明なことも他の人には疑わしい点があるということもあろう．科
学の歴史は，誰もが同意できる出発点に到達しようとして，基本となる公理を
どんどんとより根本的なものへと遡って来た歴史でもある．
たとえば,ある人が一つの基本的な仮定一たとえばそれを仮定Ｂとしよう

-から関連ある事実がすべて導き出せると考えたとする．その人は，仮定Ｂ
から定理Ｃを証明し，そしてそれから定理Ｄを証明し，そしてさらに次々と
他の定理が証明されたとする（図4.1)．もちろんこれは科学の進歩である．
すなわち，新しい結果がたくさん証明されればされるほど，物理学，化学，生
物学は皆このように前進する．

図４．１公理的方法

他方，新しい定理を証明する代りに，仮定Ｂよりもつと基本的な新しい仮定

？ 一 一 仮定Ａ 仮 定 Ｂ 一 一 定 理 Ｃ - - 定 理 ， 一 一 ？-
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第 ４ 課 熱 伝 導 方 程 式 の 導 出 ３ １
-たとえばそれを仮定Ａとしよう-を見いだして，仮定Ｂが仮定Ａか
ら証明できるようにすることができるかどうかを考えてもよい．われわれは，
このようにして，まだ知識の未開な分野を次第に開拓していくのである．熱流

● ● ｡ ● ●

に関する分野では，エネルギー（熱エネルギー）保存という概念が基本的であ
り，他の原理はこれから導かれる（図4.2)．

エネルギーの保存則（仮定）-妾画 ‘＝露凹x x + ' ( x , t ) - >その他の熱流の性質

図４．２エネルギーの保存則：熱流問題の基礎

もちろん，この課のことは忘れて，熱伝導方程式を出発点とすることもでき
よう（熱伝導方程式自身を自明なものであると考える人がいるかもしれない)．
しかし，エネルギー保存という仮定は科学の基本にあるのであるから，それで
は真面目な学生をごまかすことになろう．科学者はしばしば，ある特定の問題
のモデル化を始めるに当たって，まず，エネルギー保存の関係を書き，それか
らそれを偏微分方程式に書き直すということをする．
さて，この課の目標である熱量保存の方程式から熱伝導方程式を導き出すと

いう本題に戻ろう．

Ｉ

ｌ

Ｉ

ｌ

Ｉ

Ｉ

熱伝導方程式の誘導
さ

・

．

・

長
１
２
３

Ｌの１次元の棒があるとし，次のような仮定をする
棒は熱を伝導する均質な物質からできている．
棒の側面は絶縁してある（熱は坊方向にだけ流れる)．
棒は細い（断面のすべての点で温度は一定である)．

IU

Ｏ 宛 ｘ ＋ △ 工
一 一 ｘ

熱を通す細棒

図４．３熱を通す細棒

Ｌ

熱量保存の法則を棒の［釦,韓十４坊］の間の断片に適用すると，

と



第 ２ 部 拡 散 型 の 問 題3２

( 4 . 1）［鮎 ,〃＋ ‘お］の内部の総熱量の変化
＝両境界面をよぎる総熱量
十[〃,お＋４節］の内部で発生する全熱丑

ということができる．ところで，任意の時刻オにおける［輔,鯨十４節］の内部の
全熱量(J)は次のようにして測られる（この課の参考書１を見よ):

［鰯,態十"]の内部の全熱量=r"c"')",
こ こ で

ｃ＝棒の比熱（棒の熱を蓄える能力を示す）
β＝棒の密度
A=棒の断面積

式(4.1）で表される熱エネルギーが保存されるという事実は，微積分の計算に
よって，

jygr｡"c,AML=c"r'""4'(4.2）

＝"[“+“態)-鯉冨(:､AJr､』雲f(s,f)ds
と書くことができる．ここで
た＝棒の熱伝導度（熱を伝導する能力を示す）
f(",ｫ)=熱源(J･m-１･s-１)

そこで，問題は式(4.2）を積分を含まない形に書き変えることである．読者は
積分の平均値の定理を思い出してほしい．

積分の平均値の定理

ブ(鯨）が［α'６］で連続な関数であるなら，

jyf(")"=/(:)(6-.)
となるような数与（α＜ちく6）が存在する．
この結果を式(4.2)に適用すると次式が得られる；

/ｃβA"j(5,r)4"=fA["鰯("+4",z)一"露(鯨,j)]+A/(5,r)"
（範くぎく節十４"）

すなわち， ｒ′

b＝ 二 三 -



第４課熱伝導方程式の導出

“‘(‘,‘)=会{"諺(簸十‘霧'"̅ “，‘)}+去陥'）４〃
最後に，‘坊→０とすると，求める結果
( 4 . 3 ) ★ 狸 ' ( " , z ) = " 2 郡 ヱ ェ ( " , 2 ) + F ( " , t )
が得られる．ここで，

3３

α'=会(棒の熱拡散率と呼皐）
F(",#)=*'(",&)(熱源密度）

これでわれわれの話は終わりであるが，最後に，棒の側面が絶縁されていない
場合について付け加えておこう．周囲の媒質の温度が０．Ｃに保たれているとす
ると，熱は側面をよぎって温度邸(蕗，ｵ）に比例して出たり入ったりする．この
場合，熱量保存の法則は
( 4 . 4 ） 郷 ‘ ＝ α 2 誕 諺 垂 一 β 狸 + F ( " , r )
となる．ここで

β＝側面の伝熱係数（β＞0）

注意

1．定数たは棒の材料の熱伝導度で，底面積１m２,厚さ１mの板の両底面間
の温度差が１｡C(1K)のとき１秒間に流れる熱量(J)を示す．たの値は
● ● ● ● ● ●

理化学定数表にある．代表的な値として，銅は約400J/m．s･K,熱の絶
縁体では０に近い．
棒の材質が一様であるならたは〃にはよらないが，んの値が温度灘に依

● ● ●

存するような材質もある．そのときには，熱伝導方程式は非線形になる：

“‘=去晶{f(z4)"h:}
しかし，たいてい，たは灘と共に非常にゆっくりと変化するので，この非
線形性は無視される．

2．定数ｃは物質の比熱（βｃが単位体積あたりの熱容量）であり，物質が蓄
えることのできる熱エネルギーの量を示す．たとえば，焼芋は単位質量あ
たりたくさんの熱を蓄えることができる（そのため熱するのに長く時間が
かかる）から，焼芋の熱容量は大きい．詳しくいうと，比熱は,１kgの物
質の温度を１K(あるいは１｡C)だけ変えるのに必要な熱量(J;ジュー

ｌ

ｌ

ｌ

而

ｌ

』



３ ４ 第 ２ 部 拡 散 型 の 問 題
ル）のことである．ｃを〃と邸に関係ない定数として扱うことが多い．典
型的な物質の比熱の値は理化学定数表に書いてある．

３．熱流の基本的な量の単位(SI単位系）は
郡＝温度（摂氏度。C;ケルピンK)
江‘＝温度の時間変化率(K/s)
"Z==温度曲線の傾き(K/m)
誕垂ｪ＝温度曲線のへこみ方(K/m2)
ｃ＝比熱(J/kg.K)
た＝熱伝導度(J/m･s･K)
β＝密度(kg/m3)

α2＝熱拡散率(m2/S)
４．物質の熱拡散率α2=f/cβはその物質の熱伝導度陀に比例し，密度βと比
熱ｃに反比例する．これは直観的にもある程度納得がいくことであろう．

問題

1．方程式
群‘＝α2郷ヱヱーβ郷

の各変数郡,解‘ ,…にその単位を代入して，各項が同じ単位K/sをもつことを確
かめよ．

2．方程式
" t = = " 2 榔葬罪一〃榔毎

の各変数にその単位を代入して，各項が同じ単位をもつことを確かめよ．ただし〃
の単位は速度(m/s)である．

3．熱伝導度ｈ(露）が蕗に関係する場合の熱伝導方程式

“‘=圭晶[贈(通)鰯雲]+ﾉ",'）
を導け．

4．流れ（速度〃）の中の物質の濃度を郡(",r)とし，郡(ｴ,ｊ）は拡散と対流との両方
の影響で変化するものとする．いかなる時点においても領域［工,蕪十Ｊ鉈］の中の物
質の全質量が新しく生成されたり消滅したりしないという事実を用いて，方程式

"@ = " 2 1 4 r エーリ刈垂

を導け．
ヒント次のような保存方程式を考えよ：

［罪,諏十４蕗］の中の質最の変化

ー 一 也 Ｂ ● 』 守 王 ﾆ ｻ 、 - - - - - -



第４課熱伝導方程式の導出
＝境界面をよぎる拡散による変化
十境界面をよぎって物質が運ばれることによる変化

3５

参考書

1 . L . A .L.A.Pipes,A""ed""he加α"Csんγ鋤eE"gi"e〃α湿盈"ySiCisf,McGraw-
Hill,1958.古い参考醤であるが現在でも実践的な科学者には良い参考書である．
A.N.Tikhonov,A､Ａ・Samarskii,E9脚α"owsq/ハ化鋤e"a"caJmysics,
MacMillanCompany,1963.方程式の出し方をよく書いた良い本である．同じシ
リーズの中にACo"ec""Q/Ｂ'06Jemso"M位妨e湘α“caIPhysicsもある・こ

2．

れは学生がもっと偏微分方程式を解く淡習をするのに役立つであろう．

＝字
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第 ５ 課 変 数 分 離

目的：変数分離という強力な方法を導入し，よく知られた拡散の問題を
解くのにこの方法がどのように使えるかを示すこと．代数的に複雑な性質
をもっているためこの方法がよく理解できない学生もいるので，直観的な
説明を随所に交えることにする．

変数分離の基本的な考え方は，問題の初期条件を簡単な成分に分解し，
その各成分に対する応答を求め，そして，それらの応答を加え合わせると
いうことである．これで任意の初期条件に対する応答を得ることができ
る．
変数分離の実際の手順の中にはこの基本的な考え方があまりよく見えな

いかもしれないが，この考え方が変数分離法の基本になっていることには
変わりはない．

変数分離は初期値・境界値問題を解く技法の中で最も古くからあるものの一
つであって，次の形の問題に適用される：

１．偏微分方程式が線形で同次である（必ずしも定数係数でなくてよい)．
２．境界条件の形が

α誕"(0,z)+β郷(0,z)=0
γ郷z(1,j)+6zJ(1,2)=0

である（この形の境界条件を線形同次境界条件と呼ぶ)．α，β，γ’６は定
数である．

この方法はJosephFourierの時代にまで遡る（実際，変数分離法のことを
● ● ● ● ● ● ●

Fourierの方法と呼ぶこともある)．恐らく最も広く使われている解法（もち
ろんこれが適用できるような場合）であろう．

この方法の一般論を展開する代りに，一つの適用例を示そう（後でもっと一
般的に話をすることにする)．次の初期値･境界値問題(拡散問題)を考えよう：

Ｌ
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第 ５ 課 変 数 分 陰

偏 微 分 方 程 式 型 ! = " 2 " z z ( 0 < " < 1 , 0 < # < m )

境界条件剛菫:(0<‘<-）
初期条件＃(罪,0)＝巾(記）（0＜蕗＜1）

3７

" ( x 'O ) = . ( x ) =初期温度

奎≧ ま環度＝０）

" = 0
(定温熱潭）

封＝Ｏ
(定温熱頚）

図５．１拡散問題
変数分離を行う前に，まず，問題そのもののことを考えてみよう．ここでは両
端の温度が零に固定されている有限長の棒があるとしている．この問題に対し
て，初期条件という形のデータも与えられている．われわれの目標はそれから
後の時点における温度狸(勢,ｊ）を求めることである．

ここで，方法そのものの話に入ることになるが，まず，その概略を述べよ
う．

変数分離法の概略

変数分離法では,X ( " )を鉢の関数,T ( 2 )を＃の関数として,
〃(範,f)=X(")T(2)

という単純な形をした解を探すことから始める．この形の温度狸(範,ｆ）は，オ
のどんな値に対してもその基本的な“形状”を保持するから，この解は単純な
のである（図５．２)．偏微分方程式に対してこのような形の解を無限個（それら
は同時に境界条件をも満足する）求めることが可能である．これらの単純な関
数江"(",z)=Xz(")Zz(2)(基本解と呼ぶ）は問題の基本的な構成要素であり，
われわれが求めている解？‘("’2）は，和

一

ZA弼泌(")Z'(#)
ｆ､壁１

が初期条件を満足するように，単純な基本解斑(")ZI(r)を加え合わせること
によって得られる．この和もまた偏微分方程式と境界条件とを満足するから，
問題に対する解が得られたことになる．もっと詳細にこのことを述べよう．

２脚
門
１
１
Ｊ

＝α２画舞雰
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鋪 ２ 部 拡 倣 型 の 問 題３８

(x)
X(x)

１０

図5.22のいろいろな値に対するX(z)7℃）のグラフ

変数分離

くステップ１＞（偏微分方程式の基本解を求めること）
次の４条件を満足する関数〃(鯨,ｆ）を求めたい：

偏微分方程式〃@="2 " z z ( 0 < " <１ ,０< f < - )

境界条件慨言:(｡<‘<･｡）
初期条件“(銘,0)＝ゆ(灘）（0＜灘＜1）

まず偏微分方程式にX(")T(z)を代入してX(")T(r)について解き郡(" ,2)
=X(")T(t)という形の解を探す．代入により

X(")T ' ( t )="2X' ' ( " )T(２)
が得られる．ここで，変数分離法の一番肝心な部分に入る.この式の両辺を
"２X(")T(r)で割ると，

｜畑
ｊ鯨く″Ｘ

｜｜の町くＴＴ-錘
が得られて，変数が分離されたことになる．すなわち，この式の左辺は＃だけ
に関係し右辺は節だけに関係する．鰯とrは互に独立であるから，両辺はある
定った定数（たとえばだ）でなければならない．したがって

ん一一
ｆ

Ｘ
ｆＸ

一一一打
〃Ｔ

と書ける．すなわち，
Ｔノーんａ2T=0
Ｘ〃-たX=0

である．そこで，これら二つの常微分方程式をそれぞれに解き，それらを掛け

＝



〃

わ
偏
り
雛
ら
佐

合
の
よ
分
な
形八＄は負であることが保証される)．新しい分離定数スを使うと，二つの常微分
方程式は

Ｔﾉ＋ハ2Qz２T=０
Ｘﾉﾉ+"X=0

のように書ける．これらを解こう．両者とも標準的な形の常微分方程式である
から，解は直ちに

T(ｵ)=Ce-"2｡2&(Cは任意の定数）
X( " )=As in ( " )+Bcos (八郎) (A ,Bは任意の定数）

であることがわかり，したがってすべての関数
zz(",t)=e-A'a2I[Asin(ｽ繩)+Bcos(ｽ")]

が偏微分方程式〃&=="2"""を満足する(A,B,スは任意;T(r)=Ce･-"2@2&の任
意の定数Ｃは積X(" )T ( f )を作るときにX(" )=As in (ｽ銘)+Bcos(ｽ "）の
任意定数A,Bの中に繰り入れてしまうことができる).この事実を確かめる
ことがこの課の練習問題１である．ここまでで，偏微分方程式を満たす無限個
の関数が得られたことになる
〈ステップ２〉（境界条件を満たす偏微分方程式の解を求めること）
ここまでで，偏微分方程式のたくさんの解を作り出すことができたが，それ

らの解のすべてが境界条件と初期条件を満足しているわけではない．次のステ
ップは，今得られている解の集団
( 5 . 1 ) e - ' 2 ｡ 2 j [ 4 s i n ( 入 " ) + B c o s ( A " ) ]
の中から境界条件

〃(0,ｫ)＝０
〃(1,ｫ)＝０

を満足するような蔀分集合を選ぶことである．このために,解(5.1)をこれら
の境界条件に代入すると，

邸(0,ｒ)=Be-'2"26=０今B=０
zz(1,t)=Ae-ｽ2｡2csinス=０今sinス=０

吾 ＝



４ ０ 第 ２ 部 拡 散 型 の 問 題
が得られる．第２の境界条件から，今まで任意の定数（キ0）としていた分離定
数スに制限が加えられることになる．Aは方程式sin i=0の根でなければな
らない．すなわち，江(1,3)＝０であるためには

え＝±た，±２万，±３汀,…
あるいは，

ス鰯＝±宛た（刀＝1,2,3,…）
と選ぶ必要がある．第２の境界条件だけを見るとA=0でもよいように見える
が，そうすると，（5.1）の解がoになってしまうので，そうおくわけにはいか
ない．

これで第２ステップは終わった．ここまでで，偏微分方程式と境界条件の両
方を満足する無限個の関数
(5.2)★榔祁(" ,2)=A"e-("g｡)2&sin(減万難)(7z=1,2,…）
が得られたことになる*、これらの関数が解の構成要素をなし，求める解はこ
れら単純な関数の和として表せることになる．どのように和を作るかは初期条
件による．これらの基本解狸"(",t)のグラフを図５．３に示す．
〈ステップ３＞（境界条件と初期条件のすべてを満たす偏微分方程式の解を

求めること）
最後の，そして恐らく数学的観点からすると最も興味あるステップは，初期

条件
誕(範,0)＝妙(＃）

を満足するように係数Ａ蝿を選んで基本解の和
一

浬(",2)=ZA"e､"犀α》'$sin("7r")
犯＝１

を作ることである．この和を初期条件に代入すると

( 5 . 3 ) ｡ ( " ) = E A " s i n ( 〃 た " ）
鈍＝１

が得られる．この式から係数A,zを定めるという問題は，実はフランスの数学
者JosephFourierが提起した興味ある問題一初期温度分布や(鯨）を次のよ
うな基本解の和として展開することができるかという問題一である：

A,sin(兀韓)+A2sin(2兀鯨)+Assin(37r")+･･･
や(坊）が十分すなおな関数であるならば，たとえば連続で有界変動であるなら
＊関数解郷と狸-鰯とは符号を除いて本質的には同じものであるので，〃＜０の方は除いた．

#昼＝ 一 . - - - - -
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第 ５ 課 変 数 分 離 ４１

脚

）

ズ
０ １

邸

Ｘ

面

）

難

画

/、、 ／、 Ｘ

、 ノ、 ノ
図５．３基本解榔風(認,2)=A,,e-(鳳癒α)2!sin(〃た露）

ば，は，この問題の答えは“イエス”である．したがって，問題は係数A,Bをどう
やって求めるかということになる．

これは実際には非常に簡単である．すなわち，関数族（関数の集合）
{sin("た釘);"=1,2,…｝

の直交性という性質を使う．これらの関数はの直交性という性質を使う．



４２ 鋪２部拡倣型の問題

｜;鯛｝工｣sin(…)sin("臆加遜＝
という意味で互いに直交していることがわかる（練習問題２参照)．この性質
は関数のグラフを描いて眺めてみればわかる（図５．４)．

Ｘ

図５．４直交関数列

さていよいよ展開式
や(")=A,sin(7r")+A2sin(27z")+Assin(3万鰯)+A4sin(4万鉢)+･･･

の係数を求めることにする．この式の両辺にsin("汀詑)("は任意の整数）を
掛けて，０から１まで積分すると，直交性のためにほとんどの項が消えて，

上'｡(")sin(…脚=A鰄工'sin2(…)@'"=､
が得られる．Ａ恥について解けば

Ａ蝿=瓠‘ゅ(洲｡(…)‘”
となる．これで，求める解が

｡ ｡

( 5 . 4 )★郷 (餡 , 2 ) = Z A " e - ( " " Q ) 2 # s i n ( ' z万難）
犯＝１

と表され，その中の係数Ａ冗は

(55MA"-afo(")｡i｡""
によって与えられることがわかった．この答えがこの問題の最初の４条件全部
を満たしていることを調べて確認することができる．これでステップ３を終了

』ｈ



第 ５ 課 変 数 分 離 ４ ３
する．

得られた解がこんなに複雑な形をしているのを見て，学生の多くはがっかり
して解を２度と眺めようとしない（残念なことであるが)．ゆっくり時間をか
けてこの解を分析してゑるならば，そんなに難しいものではない．実際，解が
複雑であればあるほど，そこに含まれている情報の量も多いのである．この解
の意味を知る助けとなるような二三の注意を次に挙げる．

注意

１．の(〃）のFourier正弦展開(5.3)と解(5.4)との違いは，時間の因子
ｅ-(祁雰α)2@

が各項に掛かっているかどうかだけである．したがって，もし初期条件が

や(")=sin('r")+:sin̅
というような簡単な形をしているならば，解は単に

“(璽,‘)=‘-"．,｡1r")+･¥sin(3"")
となるだけである．この場合，や(韓）をFourier正弦級数に展開すると，

A , = 1
A2=0

１’２一一３Ａ
A4=A5=…=0

が得られる．
2．解（5 . 4）は次のように解釈できる：初期温度中( "）を簡単な関数

A"s in (施冗蕗）の和の形に展開し，それからその各成分に対する応答
A"e-(""｡)2tsin(,z花韓）を足して初期条件麓(",0)=d(")に対応する解を得
る．

3．解
郵(",t)=A,e-(感｡)'Zsin(た")+A2e-(2"｡)zfsin(2万難)+･･･

の各項は鉱とＺの関数である．この級数の先の方の項は
ｅ-（祁汀α)２＄

という因子のために非常に速く小さくなることに注意せよ．したがって，
長い間には，解は第１項に近似的に等しくなる：



■

第２部拡散型の問題
型(",z)=A,e-(扇α)2$sin(た鯨）

この第１項は時間と共に減衰する正弦曲線の形をしている（図

4４

また，
5.5)．

ゆく封｝雪初期這度

解 は 恵 い 周 波 数 成 分 を I = 0
先 に 失 う 一 徹 ' １
凹凸が談ず消える

ｆ＝１

f=２ｆ＝２

ts=３ｔ＝３ｔ＝３

Ｘ
０ １

図５．５拡散問題では高次の項は速やかに減衰する

練習問題

１．A.B,入を任意定数として,"(",2)=e-12･2@[ASin(ｽ;r)+Bcos(A")]が偏微分方
程式秘6=="2"Z"を満足することを示せ．

｜舞室：zf'sin(…sin(鰯"鍵)dr=
であることを示せ．
ヒント恒等式

sin("z瀝態)sin(｡=;[c｡S(,,,_")-｡S(,"+")恋蒸］
を使え．

3．中(難)＝１（0＜"＜1）のFourier正弦展開を求めよ．初めの３項あるいは４項の和
の図を描け．

4．練習問題３の結果を使うと，初期値・境界値問題
偏徴分方程式郡&＝浬諺鯵（0＜難く1）

蕊界条件｛::::薑:(｡<’<･･）
初 期 条 件 灘 ( " , 0 ) = １ ( 0 < " < 1 )

昼、 ニ ー -
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第 ５ 課 変 数 分 離 ４ ５
の解はどうなるか．（棒の両端の温度を１度から０度に瞬時に引き下げようという
のであるから，この問題は物理的には不可能であることに注意せよ・たいていの問
題において，境界条件が０なら，初期温度の(妃）もお＝０と毎＝１で０でなければ
ならない.）

5．練習問題４の初期条件を

〃(",0)=sin(2";ll)+=Sin(4")+=sin(6")
に変えたら解ほどうな鳥か．

6．練習問題４の初期条件が
〃(剣,0)＝韓一毎２（0＜記く1）

なら解はどうなるか．

参考書

TynMyint-U,Paγ〃αIDj万をγe”〃αIEq24a"o7zsqrMaMeﾅ"α〃CaJP"ySiCS,EIsevier,
1973．本書よりいくぶん程度の高い良く書かれた教科書である．第６章は変数分離に関
する大きな章で良い問題をいくつも取り扱っている．



一

第６課非同次境界条件を
同次境界条件に変換すること

目的：初期値・境界値問題
偏微分方程式認‘-α2郡迩z=f(",f)

境界条件｛重鰡鰯鰡期）
初期条件〃(〃,0)＝の(難）

を

Uc-a2Uzz=F(",2)
",Uz(0,2)+BIU(0,2)=0
"2Uz(L,r)+82U(Z,,2)=0
U ( " , 0 )=$ ( " )

というような，（境界条件が零の）新しい初期値・境界値問題に変換する
方法を示すこと．この新しい問題は，次のようにして解くことができる：

１．新しい偏徴分方程式がもし同次(F(",2)=0)なら，変数分離法に
よる

2.F(",z)≠０なら，積分変換や固有関数展開の方法による

前の課で述べた変数分離の方法は非常に強力で，見事な級数解を与えるけれ
ども’すべての問題がそれで解決するというわけではないということも知って
いなければならない．変数分離を適用するには境界条件は次のような形（線形
同次境界条件）をしていなければならない：

α１群麺(0,')+6,"(0,2)=0(6.1）
α2"雪(L,r)十β2"(L,r)=0

縦■全 全 一 - 要 一 一 一



第６課非同次境界条件を同次境界条件に変換すること
この課の目的は

偏微分方程式狸‘＝α2誕蓮雪

４７

{鮒鯏鰡醐)(非剛境界条件）(6.2）境界条件

初期条件狸(銘,0)＝や(範）
のような非同次境界条件をもつ問題も，境界条件が零の問題に変換して解くこ
とができるということを示すことである．そして，新しい問題は（固有関数展
開のような）他の方法で解くことができる．まず，非同次境界条件をもつ非常
に簡単な問題を境界条件が零の問題に変換する話から始めよう． ｡

非同次境界条件を同次境界条件に変換すること

両端が一定の温度だ,およびた2に保たれた絶縁された棒の中の熱の流れを考
えよう．すなわち，

偏微分方程式〃‘＝α2〃ｚz(0< "<L ,0< t< - )

("）境界条件｛捌重｡(｡<'<･･）
初 期 条 件 誕 ( " , 0 ) = ｡ ( " ) ( 0 < " < L )

ここで難しいのは，境界条件が同次でないため，この問題を変数分離で解くこ
とができないことである．しかし，境界の温度だ，とん2の間を（露方向に）直
線的に変化する定常解( r=mの解）が存在することは明らかである（図
6.1)．いいかえれば，温度〃("’2）を二つの成分の和と考えたらよさそうであ
る．

郷(鉢,ｵ )＝定常の成分十過渡成分

／ 、
十分時間が経った後の解のうち初期条件に関する
終 局 的 な 解 部 分 （ ０ に 収 束 す る ）

＝[膨‘+壬(偽曾-偽‘)]+"",‘）
このような和の形に書けるとして,過渡成分U(",2)を求めることにしよう．

“(難,‘)=[蝿‘+芸(蝿,-膳‘)]+"(蕊,'）
を一番最初の問題(6.3）に代入すると,U(",t)についての新しい問題が得ら

一



第 ２ 部 拡 散 型 の 問 題4８

☆１

叫＝ｆ＝〔 の過渡成分ｆ＝Ｃ

巽
０ Ｌ

図６．１時間をいろいろに変えたときの(6.3)の解

れる．そこで，この新しい問題をU(",2)について解き，それに定常成分を足
せば鄭(釘,ｵ）が得られる．（6.3）への代入計算をすると，

偏微分方程式U#= "２U z z ( 0 < " < L )

境界条件慨制(0<t<-)(6.4）

初期条件〃(",0)=｡(:｡"+=(鳥鰯-"')]
-

一
＄(露)＝新しい初期条件（既知である）

が得られる．この問題は（幸いにも）同次偏微分方程式と同次境界条件にな
る．したがって変数分離で解ける．実際，読者は

-

(6 .5)U( " , r )=ｚａｎe-(阿意α/z ' )2 !s in ( "た"/L)
邦＝１

．風=凱Lf(S)sin(認羅釘L)"
という解を思い起こすであろう．
境界面の温度が一定の棒についてはこれで話を終わる．もっと実用的な形，

つまり微分を含んだ境界条件で右辺が時間と“た変ｲ勝るようなものについ

鐘,心三 一 一 z - - -



第６課非同次境界条件を同次境界条件に変換すること４９
てはどうなるか．考え方は上の問題と同じであるがもう少し複雑である．

時間とともに変化する境界条件を右辺が零の形に変換すること

次の典型的な問題を考えよう：
偏微分方程式郡‘＝α2浬璽垂(0< " < L , 0 < t < - )

㈹境界条件｛鰡云鰕邸)="(。(｡<遮く．．）
初 期 条 件 郷 ( " , 0 ) = ｡ ( " ) ( 0 < " < L )

右辺が零でない境界条件を同次形にするため，（いろいろな形を試してみて）

(a7)"(",')=A(')['-=]+B(')[=]+"(",')
という形の解を探すことにする．ここで,A(3) ,B(r )は，定常成分

(68)s("｡')=A(')['-f]+B(')[=]
が問題の境界条件を満たすように選ぶ．このようにすると，変換後のU(",t)
に関する問題の境界条件は同次になる．S(",f)を境界条件

S(0,t)=9,(#)
S"(L ,r)+hS(L,t)=92(t)

に代入すると,A(t )とB(r)を求めるための二つの式が得られる．それらの
式から

A(r)=9, ( t )
(6.9） B ( ' ) = 9 l ( ' # ¥ ( Z )1+Lb
が得られる．したがって，

“(扉,‘)=,‘")['一芸]+，‘(舞器(‘〕[芸]+"(鰯,態）
である．これを最初の問題(6.6）に代入すると，変換後のU(",t)に関する問
題

偏微分方程式U$="2U垂参一S#(非同次偏微分方程式）

(川境界条件｛紺麸脆｡(L,2)=0桐次境界条件）
初期条件U ( " , 0 ) = . ( " ) - S ( " , 0 ) ( 新 しい初期条件一既知）

が得られる（確かめてみよ)．こうして，右辺が零であるような境界条件をも



５ ０ 第 ２ 部 拡 敞 型 の 問 題
つ新しい問題（不幸なことに偏微分方程式は非同次になるが）が得られた．こ
の問題は変数分離で解くことはできないが，もう少し先の課に進んだところ
で，積分変換や固有関数展開を使って解く方法を示そう．

注意

1．この課の目標は非同次の境界条｛'|:をもつ問題を右辺が零の境界条件をもつ
問題に変換することであった．そのようにして新しくできた偏微分方程式
がたまたま同次であれば，変数分離によって問題を解くことができるので
具合がよい（最初の例のように)．
一方，新しく変換してできた偏微分方程式が非同次であれば，何か他の

方法で新しい問題を解かなければならない．
2．鮫も一般的な線形非同次境界条件

α,郵夢(0,f)+6,"(0,2)=9,(2)
α2秘ｴ(L,2)+62"(L,z)=92(2)

もまた，第２の例で使った技巧と同じようなものを使って，右辺が零の境
界条件に変換できる．もちろん，新しい偏微分方程式は，ほとんどの場
合，非同次になってしまう．

3．境界条件が同次であることを全く必要としないような解法，したがってこ
の課でやったような予備的な変換なと'必要のない解法もいくつかある．後
の課で，ラプラス変換を学ぶ際に，境界条件の右辺が零でなくてもよいと
いうことがわかるであろう（その方法のほうがこの課の方法より易しいこ
ともある）．

4 . " ( 0 , 2 ) = 9 , ( r )
"(L,2)=9２(2)

という形の境界条件に対しては，第２の例で述べた方法によると

“(鰯,‘)={,仙芸[,．(‘)-,‘(’)]}+"(鰯｡‘）
という変換が得られる．

練習問題

1．初期値・境界値問題
偏微分方程式晩＝α2群鍾璽+"cos/(0<x<1)

臘蜥■



第 ６ 課 非 同 次 境 界 条 件 を 同 次 境 界 条 件 に 変 換 す る こ と ５ １

梛粂“｛二噸""‘)_‘ (0< r <m )

初期条件解 ( z , 0 ) = s i n ( た鑓 ) ( 0 < z < 1 )
を右辺が零の境界条件に変換することによって解け．

2．偏微分方程式郷c=24 z z ( 0 < " < 1 )

嚇粂‘ト隙:鬘:(0<'<・・）
初期条件郡(ｪ,０)＝〃２（0＜範＜1）

を，右辺が零の境界条件に変換して解け．この問題の解は，いろいろな時刻におい
て，どんな様子をしているか．それらは読者の直観と一致するか．定常解は何か．
過渡成分はどんな様子をしているか．

3．偏微分方程式郡z＝郡工韮(0 < " < 1 )

鏡界条僻｛堂臓:"(,,｡=‘ （0＜2＜の）

初 期 条 件 郷 ( " , 0 ) = s i n ( 汀 韓 ) ( 0 < " < 1 )
を，右辺が零の境界条件をもつ新しい問題に変換せよ．新しい偏微分方程式は同次
か．

参考書

R.L.Street,A邦α〃sis@"dSo〃〃o"Qf"γ"αノＤ坊をγe邦"αIEq@J@"O"S,Brooks-
Cole,1973.この優れた教科書には，この課で述べたような変換について詳しく述べた
節と変数分離について良く書いた節とが含まれている．



第７課もっと複雑な問題を
変数分離で解くこと

目的：より複雑な熱流問題の変数分離による解法を示すこと．この課で
は，一つの問題をきちんと解いてみて，読者に変数分離法に慣れてもらう
ことを目指している．ここで説明する考え方を押し進めて，読者各自がも
っている問題を解くことができるようになって頂きたい．
Sturm-Liouville(ステュルム・リウヴィル）問題として知られる固有

値問題を導き，これら一般的な問題のいくつかの性質について話をする．

この課の目的は，読者が自力でやろうとすると厄介そうな初期値・境界値問
題を変数分離法で解いてみせることである．読者は，この問題を参考にして，
本書で特に触れないような他の問題にもこの方法を当てはめてみることができ
るであろう．
まず，境界条件の一つが導関数を含んでいるような１次元の熱流問題から始

めよう．

境界条件が導関数を含む熱流問題

図のような装置を考えよう．棒の上端の温度は郷(0,ｊ)＝０に固定されてい
る．棒の下端は一定温度０（基準温度を０としている）を保っている水溶液の
中へ浸す．熱の自然な流れ(Newtonの冷却の法則）から,"=１における境
界条件は

郡鍾(1,2)＝-”(1,2）（ん＞0）
である．さて，棒の初期温度を邸(蛇,0)＝鯨とし，その直後から(#>0)上記の
境界条件を適用するものとしよう．爾後の温度を求めるには，初期値・境界値
問題

;h



第７課もっと復雑な問題を変数分離で解くこと 5３

〃(0.ハー０
(温度は０に固定）_J 棒の側面は絶縁されている

Ｅ

"ﾊ(1.〃十〃′(1.ｒ）＝Ｏ
水の温度屋０

図７．１初期値・境界値問題の図

〃

（ ）熱は流れ出る(熱い→冷い〃露I肌‘儲"１１ツ ｋん＞０

､

ー

Ｘ一
０ １

図７．２境界条件〃(0,2)=0;誕冨(1,2)=-〃"(1,f)を満足する曲線の性質

偏微分方程式２‘‘＝α2"墾垂（0＜おく１，０＜ｵ＜-）

境界条件｛郷熟"《,小｡伺次境界条件）
初 期 条 件 2 & ( " , ０ ) = " ( 0 < " < 1 )
れぱならない．変数分離法を適用するため，次のステッ

(7.1）

を解かなければならない．変数分離法を適用するため，次のステップを踏む
〈ステップ１＞（偏微分方程式を二つの常微分方程式に分ける）
〃(”,t)=X(")T(r)を偏微分方程式に代入すると



５４ 第２部拡倣型の問題
XT ' = "２X ' ﾉＴ

となるが，これをａ２X Tで割ると
Ｔ ' Ｘ ﾉ ′

：二二

" ２ T X
となる．左辺は時間世だけの関数，右辺は態だけの関数で’しかも虹と２は独
立だから，この式の両辺は定数でなければならない●その定数を狸とすると二
つの常微分方程式

T'一〃ａ２T=0
(7.2）

Ｘﾉﾉｰ狸X=０
● ● ● ● ● ●

が得られる．これで変数分離過程は完了した．
〈ステップ２＞（分離定数を定める）
まず，‘αは正にはなりえない．もし正であるとすると,T(2)が指数関数的

に無限に大きくなる（そして狸=XTが無限大になるが，物理的考察よりその
ようなことはありえない）からである．
次に，鰹＝０と仮定する。すると

Ｘﾉ'=０,T'=０
となり，従って

X ( " ) = A + B " , T ( z ) = C
である．ところが，この問題の境界条件は

"(0 ,2 )=AC=0
睡蓮(1,r)+"(1,2)=[B(1+ん)+Ah]C=０

であるから，

。=｡※た艫{;二：
という結果になってしまう．これは〃(",t)=０を意味する.いいかえれば，
〃＝０とすると郷＝０という解しか得られない．したがって，〃＝０の場合は捨
てる（われわれは非零の解を探しているのだから)・
最後に，狸く０の場合を考える．邸＝-Ａ２とおけば’二つの常微分方程式

(7.2）は
Ｔ'＋A2"2T=0
Ｘ′'+A２X=０

と書けるが，これから

▲、 ． ～ ー 全
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第７課もっと複雑な問題を変数分離で解くこと５５
T(f)="､』｡)26
X(")=Asin(ｽ〃)+Bcos(ｽ毎）

● ● ● ● ● ●という解が得られる．したがって，任意のス，任意のA,Bに対して
( 7 . 3 ) " ( " , Z ) = e ､ 』α ) 2 $ [ A s i n ( " ) + B c o s ( ｽ 範 ) ]
の形をした関数はすべて上の偏微分方程式を満たすことになる（計算は読者自
身で確かめることができる)．次にやりたいことは，この関数のうちどれだけ
が境界条件

｛郷熟"(1,2)=。(7.4）

を満足するかを調べることである．解(7.3）を境界条件（7.4）に代入すると，
ｽ,A,Bが満たさなければならない条件が得られる．すなわち

Be､』α)2@=0=B=0
Ａ』ｅ-(』α)2ccosi+hAe-(』α)2csinス=0

この最後の式を少し変形すると，スに対する所望の条件
tani=ー〃ん

が得られる．つまり，入を求めるには，曲線tanスと一ｽ/んとの交点を求めな
ければならない（図７．３)．これらの値ス,,ス2,…は，与えられたｈに対して，
数値的に計算機を使って計算できる．これらの値は，境界値問題

’

入

図7.3tan入と-〃んとの交点を示すグラフ



-

ス乙"ﾌｲぐ-１-
第２部拡散型の問題ス辺の§t_屯画稿他５６

Ｘﾉﾉ+A２X=０臓刈Ⅷ≦”(7.5）

の固有値と呼ばれる．いいかえれば，固有値とは非零の解が存在するようなス
の値のことである．（7.5）の固有値ス施（今の場合,tanスーー〃んの根）を（ハ
ー１に対して）数値的に計算し，その始めの方の１０個の値を表にしたのが表
7.1である．

表７．１tanスーーＡの根
入向刀

2.02876
４．９１３１８
7.97867
11.0855
14.2074
17.3364
20.4692
23.6043
26.7409
29.8786

１

２

３

４

５

６

７

８

９

０１

固有値ス認に対応する（7.5）の解を固有関数XW(")と呼ぶ．この問題では
Ｘｹz(")=sin(ｽ冗鯵）

固有関数はみな境界条件
X' (1 )+X(1)=0
を満たす

兀一

図７．４ルー１に対する（7.5)の固有関数Ｘ凧(〃）

＆一 一 一
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第７課もっと複雑な問題を変数分離で解くこと５７
である．図７．４を見よ．
〈ステップ３＞（基本解を求める）
これまでに偏微分方程式と境界条件を満足する関数（基本解）

""(",2)=Xz(")Zz(z)=e-(』画α)2Csin(ｽ冗勿）
が無限個得られている．最後のステップは，世＝０のときの初期条件に適合す
るようにこれらの関数を足し合わせることである（偏微分方程式も境界条件も

● ● ● ●

ともに線形で同次であるから，この和もまた偏微分方程式と境界条件を満足す
る)．つまり，初期条件狸(諺,０)＝〃を満足するように和

一

邸(灘,‘)＝国α"Xz(")Zz(f)
泥＝１

-

＝国α郷e-(』風α)22sin(ｽ"お）
犯＝１

を作る．すなわち
函

（ 7 . 6 ) " ( " , 0 ) = " = Z 4 z " s i n ( i " " )
冗＝１

である．いよいよ最後のステップに移る．
〈ステップ４＞（初期条件を固有関数の和に展開する）
固有関数展開（7.6）の係数α”を求めるためにこの式の両辺にsin(ｽ加勢）を

掛け，範について０から１まで積分する．すなわち＊

ｆ'gsin(img)"=皇α弧'sin(i"g)sin(Amg)"＝α鰯工'Sin2(A,"g)"
､ P ¥ : ̅ )２ス恥

α泥について解けば求める結果が得られる（α疵をα沁と書き直す）：

(77）α鯵=１鯵_鐵読COS１耀災‘帥(伽羅省)鑑
ゆえに，（7.1）の解は

-

(7 . 8）〃(露 ,# )＝国α郷e､』感。)2@s in (A泌韓）
れ＝１

で，係数α”は（7.7）で与えられる．この問題の定数α泥の始めの１０個を計

*/;'sin,in(』感懇)α霧=0(』風≠』感)であることば後の"注意"の性質3による．
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５ ８ 第 ２ 部 拡 散 型 の 問 廼

算すると，表７．２に示す通りとなる（ﾉi=１) .

表７．２（7.8）の係数α、
α宛宛

-

０．７２９１８
-０．15616
0.06140

-0.03216
０．０１９６７

-O.01324
um951

- um 7 1 6
０.㈹５５８

-０.叩447

１

２

３

４

５

６

７

８

９

０１

したがって，初期値・境界値問題
偏微分方程式狸‘＝誕忽麺（0＜"＜１，０＜#＜-）

｛鰡鷆(,,,)=,(0<‘<･･）( 7 . 9 ） 境 界 条 件

初期条件狸(銘,０)＝鯵（0＜おく1）
の解の最初の４項は

〃(",2)=0.73e-4･'2$sin(2.03")-0.16e-24･'$sin(4.91")
+O.06e-63･7@sin(7.98")-0.03e-'23#sin(11.1")+･･･

である．図７．５にはこの解のグラフを時間をいろいろに変えて描いてある． 》」

秀
１０ 定常状態＝０

図７．５（7.8）の解

一 一
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第７課もっと複雑な問題を変数分離で解くこと５９
の解が自分の直観と一致するかどうか，また問題の境界条件を満足するかどう
か，読者は自分で考えてみるとよい．

｜

注意

固有値問題（7.5）はSturm-Liouville問題と呼ばれる一般的な問題
常微分方程式［ぬ(" ) " ' ] '一q( " ) "+A7( " ) "=0(0<"<1)

｛室:鯛:胴(7．'0）境界条件

の特殊な場合である．変数分離により線形同次境界条件をもつ偏微分方程式を
解くとき,X(")についての常微分方程式とその境界条件は，常にある特殊な
Sturm-Liouvil le問題となる．固有値問題(7.5)が(7.10)の特殊な場合であ
ることはわかるであろう．
Stu rmとL i o u v i l l eが証明したことは，関数′ ( " ) , 9 ( " ) , r ( " )がある適

当な条件を満足していれば，問題（7.10）は
１．固有値の無限列

山<入2<ｽ3<…<ｽ冗く…→-
をもち，

２．固有値Ａ伽のそfLぞんこ対応して，非零解y秘(鯨)がちょうど’個(""(")
の定数倍は除く）存在する．

● ● ●

3 . " " ( " )と〃"(" )とが（ｽ郷≠A"&に対応する）二つの異なる固有関数であ
るとき，これらは区間[０，']で童皐函数ｧ(灘)に関して直交している，す
なわち

〃(露)，蝿(露)'"(溺脚=･
を満足する．

Stu rm-L i ouv i l l e型の問題の詳細は“参考書１と2 ' 'に書いてある.

練習問題

１．次の熱流問題を変数分離によって解け．
偏微分方程式郡C==測璽麺(0<"<1,0<'<m)

瀞条｡｛鰡聲。 (0<t <m )

初 期 条 件 郡 ( " , 0 ) = " ( 0 < " < 1 )

上



６ ０ 第 ２ 部 拡 倣 型 の 問 題
その解は直観と一致するか．定常解は何か．

2.Sturm-Liouvil lc問題
常徴分方程式X ' ' + i X = 0 ( 0 < z < 1 )

噺条“｛#胴
の固有値と固有関数は何か．この式を一般的なSturm-Liouville問題と象なしたと
きの関数〆葬)，９(露)，γ(工）は何か．

３．両端が熱的に絶縁されている場合を表す次の問題を解け．
偏微分方程式群c = " z z ( 0 < z < 1 , 0 < # < " )

聯条件｛郷言:(｡<ｉ<・・）
初 期 条 件 群 ( r , 0 ) = z ( 0 < " < 1 )

得られた解は問題の物理的解釈と一致するか．定常解は何か．なるほどと思える
か．

4 ． 常 微 分 方 程 式 X ' ' + A X = 0 ( 0 < " < 1 )

側臺：境界条件

の固有値と固有関数は何か．

参考書

１．W.E.Boyce,R.C.DiPrima,Eﾉe"e"rαγyD城をγe邦〃αノE9"α"O邦Ｓα邦dBoz4"
。αが一Vロノ解gP7'o"e"S,JohnWiley&Sons,1965.Chapterll.これは常微分
方程式の教科書で,SturmLiouville問題に関する優れた節がある．常徴分方程式
についての良い学部用教科書の一つである．

2 .E .K r e y s z i g ,Ad "α邦cedE "g i " e " " gM " " e "α〃cs , J ohnW i l e y&Sons ,
1967．この本には典型的な問題を解いた例がたくさん含まれている．読みやすい本
である．

岸 一 _鐵



１

第８課難しい方程式を簡単を
方程式に変えること

目的：〃(" ,2)についての偏微分方程式を新しい未知関数"(" , j )につ
いての新しい（より易しい）偏微分方程式に変換する方法を示すこと．ど
んな変換をすればよいかは一般には直観による．この課では偏微分方程式

〃‘＝α2誕璽謬一β邸
" j = = " 2 狸垂エーリ邸諺

を，それぞれ，変換
郷(範,t)=e-j'zU(",f)
鰹(",t)=e'{z-("#/2))/(2"2)z"(",r)

によって簡単な熱伝導方程式
20C="22"露諺

に変換する．変換後の熱伝導方程式（これは易しい偏微分方程式である）
を解いて”(範,ｊ）を求める．そうすれば，元の方程式の解は

"=e - " " ( " , f )
ZJ==eU{毎-(U&/2)}/(2｡2)2"(",#)

として求められる（もちろん，境界条件，初期条件も変換しなければなら
ない)．

読者は，前の２課の話から，変数分離で解ける偏微分方程式の型は
Z J C = " 2 " Z Z

しかないという印象をもったかもしれない．熱伝導方程式が，変数分離で解く
のに一番易しい放物型偏微分方程式であることは事実であるが，変数分離で解
ける方程式は決してそれだけではない．すでに述べたように，方程式が線形で

上



６ ２ 第 ２ 部 拡 般 型 の 問 題

同次であれば，変数分離ができる．たとえば，円内部の２次元の熱流は方程式

“‘=ａ｡[壁,『+÷塵,+圭鋤"］
で表される．この式は変数係数であるが，やはり三つの常微分方程式に分離す
ることができる．
この課では，偏微分方程式を直接解こうとするよりも，一旦より易しいもの

に変換した方がよい場合もあるということを示す．そんな場合には，そのより
易しい問題を（変数分離，その他の方法で）解くのがよい．一つの例でこの技
巧を説明しよう．

側面熱損失のある熱流問題を側面が絶縁されている問題へ変換する
こと

次のような問題を考えよう：
偏微分方程式魂‘＝α2誕垂ｚ-β必(0<"<１,０<f<-)

｛捌三:(0<‘<-）( 8 . 1 ） 境 界 条 件

初期条件ｚ‘(蕗,0)＝の(銘）（0＜鰯＜1）
ここで，偏微分方程式の項一β邸は側面をよぎる熱流を表す（図8.1)．

側面を通しての熱損失

" (O , f )=0 "(1 , t )=0

図８．１方程式〃‘＝α2邸這這一β〃によって表される熱の流れ

この課の目標は，〃(鰯,２）の代りに新しい温度抑(鮎,ｔ）を導入し，〃につい
ての偏微分方程式が元の式

"8="2"dZz-β“
よりも単純な形になるようにすることである．これは偏微分方程式を扱うとき
広く使われる方法であって，一般には，元の偏微分方程式の解がどのように振
舞うかの直観的感じに基づいて変換の仕方をきめる．たとえば，われわれの問

j仏一 一



第８課難しい方程式を簡単な方程式に変えること６３
題（8.1）では，任意の点鯨。における温度郡("0,2)は，二つの現象

１．棒内部の熱の拡散（項α2邸z諺による）
２．側面を通しての熱流（項一β狸による）

の結果として変化する．重要な点は，もし棒の内部での拡散がなければ（α＝
０)，各点〃・の温度は式

誕(〃｡,r)="("0,0)e-"
に従って指数的に零に向かって“減衰”するであろうということである．この
点に着目すれば，問題(8.1）の温度江(",2)を二つの因子の積
（ 8 . 2 ) " ( " , 2 ) = e - # $ " ( 好 , ｫ ）
すなわち

非絶縁温度==e-"×(絶縁温度）
に分解してみたらどうかという考えに至るであろう．ここで"(" ,2)は拡散だ
けによる温度を表す．この式を問題(8.1）に代入すると何が起きるかを眺めて
承よう．この代入計算は全く機械的な計算である（読者が自分でやってみるこ
とができる)．すると，

偏微分方程式 " 6 = " 2 z " " z ( 0 < " < 1 , 0 < r < m )

㈹境界条件｛鰡二:(｡<‘<･･）
初期条件”(鯨,0)＝中(露）（0＜範＜1）

という式に到達する．この偏微分方程式は，-β郷を含まないという点を除い
て，最初の問題と全く同じである．したがって，（8.'）を解くためには，変換
した問題（8.3）を解き，解”(訪,ｵ）にe-"を掛けるという手順を経さえすれ
ばよい．（8.3）は既に変数分離法を使って解いたことがある・その解は

”

"(",2)=Z@z"e-(""CM)'jsin("冗妬）
鈍＝１(8.4） “総=瓠‘帷)．in("噸礁

であった．ゆえに，元の問題(8.1）の解は
狸(〃,r)=e-""(" ,t)

である．次の‘‘注意”の中の例もこの方法で解いてある．

Ｉ
ｌ
４
ｌ
ｌ
１
ｌ
Ｉ
ｌ
Ｉ
Ｊ
９
Ｌ
ｌ
ｌ
■
ｌ
Ｉ
ｒ
Ｉ
１
Ｉ



第２部拡散型の問題6４

注意
１．問題

郵‘＝拠璽ｚ-〃(0<"<１,０<r<- )

｛捌二:(0<‘<-）
〃(",０)=sin(冗韓)+0.5sin(3冗鰯）

は上記の技法を使って以下のようにして解ける：
( a )とりあえず項一郡を無視する
(b)-邸の項がない初期値・境界値問題を解いて

釘(",2)=e-厨2tsin(冗韓)+０.５e､3")２４sin(３冗韓）
を得る

(c )この解に因子e- "==e -@を掛けて解
２Z(",Z)=e-Z[2-"'Zsin(汀範)+0.5e-(3")'@sin(３汀毎)]

を得る
2．拡散・対流方程式

" t = = a f ２邸ヱェー〃邸韮

（〃は定数）も
Z"@ = = " 2 Z " d r z

という形に変換できる．この場合の変換は
狸(",z)=e"{"-(ut/2)}/(2"2)z"(",t)

である．この変換の本質は，媒質の動きによる部分（指数関数の因子）を
解からくくり出すというところである．指数関数の因子は速度"/２での右
方への動きを表す項範一"〃２の指数関数から成っていることに注意せよ．
以下の練習問題の中で，この変換を利用する機会があるであろう．

練習問題

1．拡散問題
偏微分方程式

境界条件

初期条件

Ｊ、くｊく０

Ｊ

１

１

程
幼
く

く

く

く

０

＃

０

／

Ｉ

く

く

０

諺

ｒ

、

２ノ

郡

毎

-
０
０
９

諺
一
一
二
一
一

姥
り
り
の

一
一
、
郡
司
均
郭

８
／
、
／
、
／
ｋ

群

桝

榔

解

Ｉ

一



第８課難しい方程式を簡単な方程式に変えること６５
を，より易しい問題に変換して，解け．解はどんな形をしているか．この問題は，
（左から右へ速度〃＝１で）動いている媒質の中の物質濃度郷(郭,＃）の変化を表し
ていると解釈できる．ここで，媒質の端における濃度は（漉過器等により）零に保

● ● ● ●

たれ，初期濃度はｅ室'２である．求めた解はこの解釈とうまく合っているか．
2．問題

偏微分方程式郡 j = =郡 ｪ z - " + " ( 0 <エ < 1 , 0 < # < " )

境界条件｛:認菫:(｡<'<"）
初期条件郡(麓,０)＝０（0＜記＜1）

を次の方法で解け：
(a)非同次境界条件を同次境界条件に変換する
(b)項-，４を含まない新しし､方程式に変換する
(c)その結果得られる問題を解く

3．偏微分方程式郡C==@4Z " -籾 (0 < " < 1 , 0 < ! <m )

蕊界条。｛菱胴(｡<'<・・）
初期条件籾 ( " , 0 ) = s i n ( 汀 垂 ) ( 0 < z < 1 )

をあらかじめ変換しないで直接変数分離によって解け．こうして得られる解が，あ
らかじめ変換

脚(ｪ,')=e-2zU(",r)
を行ったときに得られる解と一致するか．

参考書

W.F.Ames,Ⅳ｡”ﾉ"eαγ”γ"αIDiｶｾγe〃〃αﾉE9"α"o"si"E"gi""γ腕g,Academ-
icPress,1965.この本は多くの型の変換について述べている．その中には，非線形問
題を線形問題に変える変換さえある．

星



第９課非同次偏微分方程式の解法
（固有関数展開）

目的：初期値・境界値問題
偏微分方程式狸 ‘＝α2理 ｪ z + f ( " , r ) ( 0 < " < 1 , 0 < j < - )

｛:二:脱鮒:二:(0<蝋く-）境界条件

初期条件抑(露,0)＝や(諺）（0＜銘＜1）
の解き方を示すこと．非同次偏微分方程式は，随伴同次問題

偏微分方程式江 ' = a f 2 " z z ( 0 < " < 1 , 0 < 2 < - )

｛:鮴蝿鯏二:(0<‘<-、境界条件

初期条件邸(鉱,0)＝中(蕗）（0＜鰯＜1）
の解として得られる固有関数をX"(")とし，ある一連の常微分方程式を
解いて求まる関数をTh(z)として，

西

誕(範, r )=ZZ I ( t )Xu ( " )
冗＝Ｉ

という形の級数解を見いだすことにより解くことができる．

第６課では，非同次境界条件を同次境界条件に変換する方法の話をした．し
かし，具合の悪いことに，その変換の際，偏微分方程式の非同次項はそのまま
残っていたので，そのような変換をした結果，われわれには

偏微分方程式〃 l = " 2 " " " + ' ( " , f ) ( 0 < " < 1 , 0 < 2 < - )

｜:堂脱鮒3二:(0<'<-）(9 . 1）境界条件

初 期 条 件 狸 ( " , 0 ) = ｡ ( " ) ( 0 < " < 1 )

灘Ｉ堅



『 、 一 ・ 一 - - - - - - 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 - - - - - -

第９課非同次偏敏分方程式の解法(固有関数展開）６７

という問題が残された．この課の目的は，固有関数展開法と呼ばれている方法
でこの問題を解くことである．この方法は常微分方程式のパラメータ変化法と
類似の方法である．
考え方は全く単純である．f(" , t )=0のときの(9．1)(いわゆる随伴同次問

題）の解は,Sturm-L iouv i l le問題
X"+A2X=0

( 9 . 2 ) " ' X ' ( 0 ) + 8 ' X ( 0 ) = 0
"2X'(1)+62X(1)=0

の固有関数をＸ邦(鉱）として，
函

誕(〃,2)＝国α汎e-(』風｡)2ZX,@(")
花＝１

で与えられるから，非同次問題（9.1）の解がもう少し一般的な形
０．

狸(",t)=ZZh(z)Xz(")
兜＝１

で書けるのではないか調べてみよう．このような推測をするには物理的にもつ
ともな理由がある．なぜならば，問題における熱源が初期条件の温度だけであ
ったときに減衰因子

ｅ一(』nQ)26

があったのであるから，棒の内部に熱源f(",r)があれば初期時点以外にも新
しい時間成分が現れてもよさそうである．

固有関数展開法による解

非同次問題
偏微分方程式鍵‘=α2狸諺諺+f(",2)(0<"<1,０<#<｡｡）

｛菱!::二:(0<淡く-）(9.3）境界条件

初 期 条 件 狸 ( " , 0 ) = . ( " ) ( 0 < " < 1 )
を考えよう．この問題を解くための手順を次のようなステップに分けよう．
〈ステ､ソブ，＞この方法の基本的な考え方は，熱源′(",t)を簡単な成分に

分解し：
f(",2)=f,(2)X,(")+/h(z)X２(")+…＋Ａ(r)X"(")+…，

そのそれ老fしの成分八(t)X"(")に対する応答浬協(",z)を求めることである．

＝ー
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そうすればわれわれの問題に対する解は
函

誕(",t)=国配流(",2)
塊＝１

と書ける．′(露,‘）をどうやって成分八(z)X"(")に分解するかが主な問題の
一つである．この問題におけるX"( " )という因子は,(9 .3)の随件同次問題

江‘＝α2江エェ（ここではf(",2)=0であることに注意せよ）

(，4）｛捌二：
“(〃,0)＝や("）

を変数分離で解いたときに得られるSturm-Liouville系の固有ベクトル（固
有関数）にとればよいことがわかるであろう．今の場合，変数分離により得ら
れるSturm-Liouvil le問題は

Ｘﾉﾉ+i2X=0
X(0)=0
X(1)=0

であるから ,X " ( " )は
Ｘ鰯(")=sin("7rZ)("=1,2,…）

である．したがって，熱源′(妃,２）の分解は
(9.5)7(",t)=f,(2)sin(た鉢)+A(E)sin(27r")+…+A(E)sin(万万鰯)+･･･
という形をとる．
関数人(ｊ）を求めるには，この式の両辺にsin("冗詑）を掛けて０から１ま

で（範に関して）積分すればよい．すなわち，

〃(",2)sin("z"")d"=急加)f｡｡i｡伽加n("癒加“
=含ん(t)

あるいは("zを〃に変えて）

('6)"')=af''(",t)｡!・伽加”
である・これが係数人(#）を熱源f(",f)で表す式である．
〈ステップ２〉（入力八(f)X,(")に対する応答〃"(" , j )=Zz(#)XB(")を

求める）
熱源の式 ′ ( " , z )を

､ﾉ４-
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-

f(",Z)=ZA(t)sin("た難）
鈍＝１

のように分解したもので置き変え，個々の成分に対する応答
江泌(範,f)=Zz(t)sin(犯汀葬）

を求めよう．すなわち，関数T"(8)を探す．これがわかればわれわれの問題
の答えは

邸(範,2)=ZZI(r)sin("汀釘）
泥＝１

画

と書ける．鹿(鉈,j)=ZZz(Z)sin(〃た坊）を式
冗＝１

０．

z46="２"zz+国九(#)sin("冗坊）
流＝１

郷(0,ｔ)＝０
狸(1,2)＝０
浬(釘,0)＝や(毎）

に代入すると

=T"'(')sin(",rZ)=一α2量("")2Z$(2)sin(""")
鈍＝１ 邦-１

-

+ZA(t)sin("だ鯨）
詑＝１

=Zm(')sinO=0(0=0であるから恒等式で,何の条件
(9 . 7）冗= ‘ にもならない）

乞鰯(t)sin("7r)=0(0=0であるから恒等式で,何の
れ＝１

条件にもならない）
-

国踊(0)s in ( "た韓)= . ( " )
純＝１

が得られる．偏微分方程式と初期条件を書き変えると，

偏微分方程式量[Z''+("7r")咽一八(t)]sin(""")=0
冗＝１

量踊(0)sin("'r")=｡(")初期条件
孔＝１

となるので，鋤(ｆ）は簡単な初期値問題

ニ
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Zz'+("たα)2Th=jia(2)
(9.8） Ⅲ=瓠!｡(f)sin(澱施拙=α”
を満足する解であることが容易にわかる．これらの常微分方程式は簡単に解け
るものの一つであり（積分因子を使う)，解は

(9.9)T"(f)=q"e､…)22+化《…2(!-r)A(加『
である．したがって，問題（9.3）の解は

“

(9.10)"(",t)=ZT"(r)sin("た〃）
犯＝ｌ-急[・鰯‘-‘…':｡T')]+=[sin(""悪)J'J"-"JF]
／ 、

過渡成分 定常状態
（初期条件の影響を表す項）（右辺の'(〃,ｆ）の影響を表す項）

● ● ● ● ● ● ● ● ●

となる．この解の形から，温度応答は二つの成分によることがわかる．すなわ
ち，第１の成分は初期条件によるもので第２の成分は熱源f(",t)によるもの
である．“定常”という言葉は第２の成分の呼び名としてはあまり適当ではな
い．なぜならば，その成分は必ずしも静止状態になるわけではないからである

● ● ● ● ■ ● Ｏ

(／(〃,広）がオに関して周期的であればこれは周期的な定常状態に近づく）．
これでこの問題は終わりであるが，最後にこの方法の具体的な適用例を示そ

う．

固有関数展開法による問題の解

簡単な問題
偏微分方程式錘‘＝α2浬霞ｪ+sin(3兀韓)(0<"<1,0<.2<-)

｜捌三:(0<'<･･）(9.1 '）境界条件

初期条件〃 ( " , 0 ) = s i n ( 7 r " ) ( 0 < " < 1 )
を考えよう．われわれの目標は展開式

。。

〃(",2)=ZZz(Z)sin("万難）
疵＝１

における係数Zz(2)を計算することである（この問題の固有関数X@(")も前

＝
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第９課非同次偏傲分方程式の解法(固有関数展開）
と同じである)．この展開式を問題の式に代入すると，関数Zz ( r )にっ’
常微分力程式，すなわち

Ⅳ+("燕α肌='"(')=21|｡i-'"M={;:=:
7"2I|｡!･㈱sin(認癒嘗)d:={;"

が得られる．この式を刀＝''２'…について書き下し’解くと，γlW｡r'̅｡}→T,(f)=…“
( " = ' ) T I ( 0 ) = ,

”川剛作｡}今川=。
( " = 2 ) 7 i ( 0 ) = 0

（耀雲”奎胸α)，胴}ｮ加一掠赤(１-‘̅""'-‘）剛伽肌=0}笥恥)薑。
（〃＞4）鰯(0)＝０

となる．したがって問題の解は

(9.12)"(",2)=e､g｡)''sin('r")+F号αF(1-e-(3"")'$)sin(31r")

71

に つ い て の

、
定常状態

(偏微分方程式の右辺の影響）

／
過渡成分

(初期条件の影響）
である．

注意

1．固有関数展開法は非同次偏微分方程式を解く最も強力な方法の一つであ
る．後で積分変換を学ぶ際に，非同次偏微分方程式を解くにはまだ別の方
法もあることがわかるであろう．

2．展開式の中の固有関数脇(鈴）は偏微分方程式と境界条件によるので，問
題と&に異なる．読者はこの課の練習問題4を見て，固有関数XZ(")の
求め方が修得できていることを確かめられたい．

3．常微分方程式論で

-
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というような非同次項をもつ線形方程式の解が未定係数法で求められたと
いうことを思い出してほしい．問題(9.11)はこの方法でも解ける。この方
法に興味をもつ読者はこの課の終わりに挙げてある参考書を見てほしい．

練習問題

1．問題
偏徴分方程式郷↓= " z z + s i n ( 3汀 ｴ ) ( 0 < z < 1 , 0 < j < " )

鐘罪条＃｛::::二:<･く‘<"）
初期条件郡 ( X , 0 ) = s i n ( た Ｚ ) ( 0 < ェ < 1 )

の解は（9.12）で与えられる．この解は直観と一致するか．この解はどんな形をし
ているか．

2．問題
偏倣分方程式 ’ ‘ ‘＝ "工雪+s i n (た ｪ ) + s i n ( 2 7 r Z ) ( 0 < " < 1 , 0 < # < " )

境界条件｜鰍(0く‘<・・）
初 期 条 件 郷 ( " , 0 ) = 0 ( 0 < z < 1 )

を解け．
3．問題

偏徴分方程式郡4= " " z + s i n (た範 ) ( 0 < " < 1 , 0 < # < " )

鮴条件｛::::二:(｡<‘<・・）
初期条件秘(範,０)＝１（0＜難く1）

を固有関数展開法で解け．
4．偏徴分方程式解$＝秘諺 " + s i n ( A , " ) ( 0 < " < 1 , 0 < ' < " )

鮴緋｜郷聟"(,’‘)=。 （0＜#＜画）

初期条件郡(難,0)＝０（0＜記＜1）
の解を固有関数展開法で求めよ．ただし，ス』はtanA=.-スの第１の解である．こ
の問題の固有関数X"(")は何か．

5．問題
偏微分方程式汎Z==拠垂垂(0<z<1 ,0< f < " )

ー



第９課非同次偏微分方程式の解法(固有関数展開）

境界緋｛:藍:言:亀‘ （0＜#＜“）

初期条件群 ( 垂 , ０ ) ＝エ ( 0 < z < 1 )
を次の方法で解け：
(a)まず，境界条件が零であるような問題に変換する
(b)その結果得られる問題を固有関数で展開することにより解く

7３

参考書

P.W.Berg,J.L.McGregor,EIeme”αか"γ""ID報をγ”〃αIE9郡α"07zS,Holden-
Day,1966.広く読まれている偏徴分方程式の教科書の一つである．程度は本書より少
を高く，きちんと書かれている．非同次問題をたくさん扱った節がある．
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